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Die Bestimmung von Energiehyperfliichen mehratomiger Systeme
nach einer Interpolationsmethode
mit Hilfe der Vorstellung der Atomassoziationen

1. Grundgleichungen
Von

H. PrREUSS*

Nach einer Darstellung der Methode der Atomassoziationen werden Interpolations-
formeln fiir die Energiefunktionen mehratomiger Systeme angegeben, die fiir eine beliebige
Anzahl von Atomen anwendbar bleiben. Auch die Lage der Atome im Raum kann dabei
beliebig sein. Die Ergebnisse des Verfahrens werden am H,-System gepriift und zeigen im
Vergleich zu der bisher teilweise bekannten Energiefunktion (Grundzustand) eine gute Uber-
einstimmung.

The method of associated atoms is presented and formulas for the interpolation of the
function of energy applicable to any number and orientation of atoms are given. The results
are critically examined in the case of H,. They agree fairly well with those parts of the function
of energy which are known up to now.

Nous reprenons la méthode des associations d’atomes et présentons des formules d’inter-
polation pour les énergies des systémes & plusieurs atomes situés & n’importe quels endroits.
Ce procédé est examiné au cas du systéme H,; Paccord avec la fonction d’énergie partiellement
connue pour I’état fondamental est bon.

1. Einleitung

Das Verfahren der Atomassoziationen ist schon in einer Reihe von Arbeiten
dargelegt worden [10, 11, 12], so daf hier nur diejenigen Aspekte diskutiert
werden sollen, die fiir das Folgende notwendig sind.

Der Ausgangspunkt dieses Verfahrens besteht darin, das jeweils vorliegende
Atomsystem durch die Gesamtheit bestimmter Atomkernkonstellationen darzu-
stellen, wobei gewisse Elektronenwechselwirkungen, die durch die Kernlage be-
stimmt sind, in nullter Néherung vernachléssigt werden.

Diese Kernkonstellationen werden Afomassoziationen [K] genannt und gehen
aus dem urspriinglichen Atomverband dadurch hervor, indem gewisse Kern-
abstinde gegen Null gehen und daB3 die auf diese Weise erhaltenen neuen fiktiven
Atome (Teilvereinigungen) wechselwirkungsfrei in nullter Naherung angenommen
werden.

Liegen N Atome vor (a, b, ¢, * -+ N), so kann zum Beispiel durch den Uber-
gang R,y —~0 (Kernabstand Ryp) die Assoziation [ab|c|d|-++ | N] erhalten
werden. Fiir zwei Atome (N = 2) existieren zwei Atomassoziationen, ndmlich
[ab] und [a | b]. Es handelt sich dabei um Darstellungen, die dem sogenannten

* Anschrift: Max Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, 8 Miinchen, Fohringer
Ring 6.



Energiehyperﬂéiehen mehratomiger Systeme. L. 345

,,vereinigten Atom‘ [7] und den ,,getrennten Atomen® [9] entsprechen. Diese
beiden Assoziationen stellen die Ausgangspunkte fir zwei bekannte Naherungs-
verfahren dar [1, 9]. Fiir N > 2 sind sie allgemein durch die Abkiirzungen
[K]=T[abc -++ N] und [L]=1[a|blc]| -+ |N] gegeben. Fir N > 2 existieren
aber noch eine Reihe anderer Atomassoziationen, die sich, wenn N = 3 ist, wie
folgt schreiben lassen:

1. [abc) 4. [c | ab]
2. [a | be) 5.[a|blc] . (0
3. [b | ac]

Es gibt also insgesamt finf Assoziationen. Fir N == 4 lassen sich schon 15
Assoziationen aufschreiben!

1. [abed] 6. [ab | cd] 11. [¢ | ba | d]

2. [a | bed] 7. [ac | bd) 12.[b | ad | c]

3. [b | acd] 8. [ad | be] 13. [a | bd | ¢] (2)
4. [c | abd] 9. [a | be | d) 14. [a | cd | b]

5. [d | abc] 10. [b | ac | d] 15.[a |blc|d] .

Die Darstellung [b | acd] wird zum Beispiel durch den Ubergang Ry — 0,
Reg — 0 und Rgg —~ 0* erhalten. Entsprechendes gilt fiir die anderen Atomasso-
ziationen.

Allgemein schreiben wir

[K]=[K11K2!"'1KZK]: 3)

wobei es sich beiden K;(j=1+- 'ZK) um die obengenannten T'eilvereinigungen han-

delt. Thre Anzahl bei einer bestimmten Assoziation [K] sei Ag. Die Zahl der mog-
lichen Assoziationen bei einem fixierten N soll mit Ay bezeichnet werden. Wir
wollen auch dann von einer Teilvereinigung sprechen, wenn es sich um ein ur-
spriingliches Atom handelt.

2. Einige Begriffsbildungen und Siitze
Die Anzahl 4g der Teilvereinigungen in der Assoziation [K] soll als der Grad der
Assoziation bezeichnet werden. Wie leicht zu sehen, gilt fiir Ax

13[KsN. 4)

Die Assoziationen zum ,,vereinigten Atom™ und zu den ,,getrennten Atomen®
haben somit den Grad 1 und N.

Die Teilvereinigungen denken wir ung in den Schwerpunkten der Kernladun-
gen, aus denen sie hervorgegangen sind. Wird daher die Lage jedes Atoms A im
Raum durch den Vektor R, angegeben, so gilt also fiir die Teilvereinigungen (Kj;)

(&) (£8)
Z SRZ. Zl = ERKj Z Zl s (5)
A=1 =1

wobei die Z; die Kernladungen darstellen und in den Summen nur iiber die jeweili-
gen Atome der Teilvereinigung aufsummiert wird. Rg, ist nach (5) der Vektor
zur Teilvereinigung (Kj).

* Es geniigt schon, wenn z, B, Rqe—0 und Reg~0; Rsa—0, Ree— 0 oder Rea — 0,
Rm_: ‘—)Ov
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Neben den Atomabsténden

R/m = l Sﬁ}._ Eﬁ,u | ’ (6)
haben wir somit noch Absténde zwischen Teilvereinigungen
By, g, = ] Re, —Rx; I , (7a)
oder zwischen Teilvereinigungen und Atomen
R}., K; = ] éRﬂ - ij | . (7b)

Wir wollen diese mit E;; und R;; abkiirzen, wenn eine bestimmte Assoziation
vorliegt.

Der Ubergang zu bestimmten Assoziationen von denjenigen N-ten Grades
aus wird dadurch erreicht, daBl einige R;, nach Null gehen. Unter den Kern-
konstellationen gibt es aber auch solche, bei denen nach der Vorschrift (5) be-
stimmte Teilvereinigungen rdumlich mit bestimmten Atomen oder anderen Teil-
vereinigungen zusammenfallen. Dieser Fall tritt nur dann auf, wenn eines (oder
mehrere) der | Rk, | oder | Rg,x, | verschwinden. Alle mdglichen Atomasso-
ziationen sollen das Molekiil beschreiben; wir miissen daher diese Fille ausschlie-
Ben, da bei einem bestimmten Ubergang R;; — 0 (oder R;; —0) eine eindeutige
Darstellung des Atomsystems durch seine Assoziationen resultieren muf. Diese
Eindeutigkeit der Teilvereinigungen beziiglich der Raumpunkte fithrt dazu, daB
bei dem Ubergang Rj; — 0 die entsprechende Ausgangsassoziation fir Ry +0 in
der Assoziationendarstellung verschwinden mufl. Sei etwa

[K]=[K1|K2|"'IKZK] (8)
die Ausgangsassoziation, so erhdlt man fiir Rg, g, —0
[K] ~[K') = [K, Ky | Ky | o+ | K )=[E; | Ky |+ | K5 o] (9)

Von den zur Diskussion stehenden Assoziationen [K] und [K'] ist immer diejenige
mit dem hoheren Grad in der Darstellung zu streichen. Wir wollen [K'] als die
Ubergangsassoziation zu [K] bezeichnen und schreiben dafiir als Abkiirzung
K [K.

Dal die Ausgangsassoziation weggelassen werden muf, kann man noch von
einer anderen Seite her verstindlich machen. Hitten wir erst den Ubergang
Ry — 0 vorgenommen und dann das Schema der Atomassoziationen nach obiger
Vorschrift aufgeschrieben, so wire automatisch die Ausgangsassoziation fir
Ry; # 0 nicht aufgetreten.

Diese Begriffe fithren zu neuen Verhéltnissen zwischen den Assoziationen,
die zu einem bestimmten N gehoren. So ist zum Beispiel in (2) die Assoziation [3]
Ubergangsassoziation zu [12], indem in [12] R, 4q gegen Null geht. Auch [4]ist
eine Ubergangsassoziation von [12], dagegen sind [2] oder [5] durch keinen Grenz-
iibergang Ry -> 0 aus [12] zu erhalten.

Wir wollen diese Zusammenhénge durch eine Reihe einfacher Sitze zusammen-
fassen. Wie leicht zu sehen, gilt fiir ein festes V:

x) Die Assoziation des ,,vereinigten Atoms (Grad 1) ist Ubergangsassozia-
tion zu allen Assoziationen vom Grade 2 bis N — 1.

[abc---N][K ; Ag=2---N—1. (10)
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B) Die Assoziationen vom Grade N und N — 1 sind keine Ubergangsassozia-
tionen und besitzen daher keine Ausgangsassoziationen.

v) Assoziationen vom Grade N -- 1 sind nur Ausgangsassoziationen, dagegen

kann die Assoziation mit dg = N (getrennte Atome) nie als Ausgangsassoziation
auftreten.

Aus (9) folgt allgemein:
d) Ist K [L, so gilt
AK < AL . (11)

Diese Aunssage ist nicht umgekehrt giiltig, wie man zum Beispiel an den Assozia-

tionen [10] und [4] in (2) erkennt, obwohl 4, < 4,,.

Zu jeder Assoziation [L] kann somit eine bestimmte Anzahl von Ubergangs-
assoziationen [ K] angegeben werden. Wird zu dieser Menge noch [L] dazugerech-
net, so wollen wir dies mit X /'L bezeichnen.

3. Die Energiehyperilichen

Die Energie & eines Atomsystems als Funktion der Kernabstinde &, (4, w=
1+--N) wird als Energiehyperfliche bezeichnet, da sich diese, in einem Raum
mit einer Dimension mehr, als Hyperfliche behandeln 188t. Die Bewegungen der
Atome kénnen daher wellenmechanisch auf diesen ,, ¥lichen® betrachtet werden
(adiabatische Naherung), wobei die Eigenschaften dieser Energiefunktionen das
chemische und physikalische Verhalten des jeweils vorliegenden Atomsystems
bestimmen.

Die Berechnung der Energichyperflichen & (®;) ist daher eine der Haupt-
aufgaben der quantentheoretischen Chemie!

Im allgemeinen reicht die Kenntnis iiber gewisse Raumbereiche aus, um iiber
Struktur und spektroskopisches Verhalten der Verbindungen Auskunft zu er-
halten. Bei der Diskussion von Reaktionsvorgingen ist es dagegen notwendig,
daB die Energiehyperflichen iber grofiere Koordinatenbereiche bekannt sind.
Besonders der Energieverlauf in Bereichen nichtstabiler Kernkonstellationen gibt
AufschluBl {iber die zu erwartenden GréBenordnungen der Aktivierungsenergien
und somit iiber die Moglichkeiten bestimmter Reaktionsvorginge [6].

Zur Zeit liegen nur die Energiekurven einiger zweiatomiger Systeme fiir
grofere Kernabstandsbereiche vor [8]. Fiir N > 2 sind bisher nur bei einigen
Verbindungen die Energiewerte ausgerechnet oder bestimmt worden und dann
nur um die stabile Lage des Systems herum.

Die Schwierigkeiten, die einer weitreichenden Berechnung oder Messung von
Energiehyperflichen entgegenstehen, sind einmal im Vielteilchenproblem der
Wellenmechanik zu sehen, zum anderen in der Tatsache, daB sich das System nur
in den Energieminima eine ldngere Zeit aufhéilt und somit erst dort gut mefbar
wird. Es sind aber gerade die Energieverliufe zwischen zwei Minima, von denen
entscheidend die Einstellung von Gleichgewichten abhingt [4]. Der Einflu von
Katalysatoren, wenn sie nicht mittelbar an der Reaktion teilnehmen, kann daher
so gesehen werden, daB ihre Einbeziehung in das betrachtete System den Charak-
ter der ,,Energiegebirge” verindert und somit eine Verinderung der Einstell-
geschwindigkeit des Gleichgewichts herbeifiihrt.
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Fir das Folgende. ist es notwendig, von der Tatsache Gebrauch zu machen,
daB sich die Energie eines Atomsystems exakt als Summe von zwei Termen dar-

stellen 148t

AN—-1 N Zs Z“
) =E@)+ 2, 2 =— =B+ WHy) , (12)

: A=1 p=A+1 A
von denen der letzte die Coulombwechselwirkung der N Atomkerne mit den La-
dungen Z; (4 = 1---N) darstellt. E (R,) ist daher als die reine Elektronenenergie
des Systems zu bezeichnen. Sie 148t sich nur wellenmechanisch berechnen. Fiir
unsere Betrachtungen hier ist es von groBem Nutzen, daBi F im Gegensatz zu &
im ganzen R-Raum beschrinkt bleibt ; die Tatsache aber, daB sich quantentheore-
tisch in der Regel eine abzihlbare Schar von Energichyperflichen ergibt (durch »

unterschieden) G =Byt W (n =01+ {12a)

bleibt auch in E erhalten, wihrend W fiir alle Energiezustinde des Systems den
gleichen Ausdruck darstellt. Wir wollen hier nicht auf die Einzelheiten der quan-
tentheoretischen Rechnung eingehen, die sich u. a. in der Zihlung in #» zeigt,
sondern, von K ausgehend, einen Zusammenhang zur Vorstellung der Atomasso-
ziationen aufzeigen, der uns dann zu einer Reihe von Interpolationsformeln fiir
E fihren wird. Beziiglich eines wellenmechanischen Verfahrens mit Hilfe dieser
Atomassoziationen sei auf die Literatur verwiesen [10, 11, 12].

Lassen wir in B (;) einige R;, nach Null gehen, so geht das System in ein
solches mit einer geringeren Anzahl von Atomen tber und E stellt dessen Elek-
tronenenergie dar. Werden dann die iibrigen Kernabstdnde unendlich grofi ange-
nommen, so geht £ (N;) in einen Energiewert tiber, der der Summe der Energien
der durch R;, — 0 erhaltenen Atome entspricht. Im Sinne unserer Definition der
Atomassoziationen handelt es sich hier um die Energien der Teilvereinigungen
(Atome) in der durch R;, — 0 festgelegten Assoziation. Wir wollen diesen Grenz-
tbergang durch

lim £ = & (K) C3)
(K}

bezeichnen, wobei & (K) die Energie der freien Teilvereinigungen der Assoziation
[K] ist.

Ax
8 (K) = 3 6(K)) . (13a)

Als Beispiel fiir (13) betrachten wir die Assoziation [6]==[ab | cd] in (2). Hier
muB dann geschrieben werden
lim B = & (ab | cd) = & (ab) + & (cd) , (14)
[61
wobei lim der Ubergang

[6]
Byp -0 Ry — o0 Ry, — oo (14a)

Reqg -0 Rya — co Ryg — oo
bedeutet.

Auf diese Weise haben wir auf den Hyperflichen Punkte ausgezeichnet,
deren dazugehorige Energiewerte sich als Summen von Atomenergien (Energien
der Teilvereinigungen) darstellen lassen. Wir haben damit diejenigen Kern-
konstellationen gefunden, bei denen die Elektronenenergie der Molekiile (Atom-
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systeme) allein durch die Kenntnis der Energien von freien Atomen berechnet
werden kann. Dabei ist zu beachten, daB wir bei den Ubergingen nach (13)
jeweils eine Energiehyperfliche betrachten und deswegen die dazugehérigen
Atomenergien nach (13a) zusammenfassen miissen. Bei einer anderen Energiefliche
miissen in der Regel andere & (K;)-Werte beriicksichtigt werden. Wir erinnern in
diesem Zusammenhang zum Beispiel an das H,0-Molekil [13], bei dem je nach
Energiehyperfliche in der Assoziation [O |He] ein Triplett- oder Singulett-
Zustand des Heliums hineingeschrieben werden mufl. Im ersten Falle befindet
sich der Sauerstoff in [O | He] ebenfalls in einem Triplett-Zustand (3P). Wie wir
wissen [5], sind beide Zustdnde (Energiehyperfiichen) bei der Stabilisierung des
Systems O, H, H zum H,0-Molekiil beteiligt.

Entsprechend ihrer Herleitung sind die Uberginge (13) auf sogenannten
Adiabatenflichen vorzunehmen [6]. Da sich Flachen gleicher Rasse nicht schnei-
den diirfen (Uberkreuzungsverbot), so muB8 eine Uberschneidung dadurch be-
seitigt werden, indem in einem weiteren Rechenschritt die betreffenden beiden
Energieflichen zusammengefalt betrachtet werden. Wir wollen auf diese Moglich-
keiten in einer spiteren Arbeit eingehen. Hier sei vorerst nur verlangt, dafi beim
Ubergang (13) zur Energie einer Atomkonstellation die jeweilige Hyperfliche
nicht verlassen wird, wobei im Falle von ,,Schnittpunkten die Stetigkeit der
Ableitungen. an dieser Stelle vorausgesetzt sei. Wie oben schon bemerkt, erhalten
wir (bis auf das Uberkreuzungsverbot) auf diese Weise die Schar der Energie-
hyperflichen in adiabatischer Ndherung,

Wir wollen noch daraufhinweisen, da der Ubergang hier in zwei Schritten
vorgenommen werden kann, indem zuerst die entsprechenden R;, gegen Null
gehen und zu den Teilvereinigungen (fiktive Atome) fithren, danach dann
die restlichen R;, gegen unendlich gehen und auf diese Weise die Elektronen-
wechselwirkungen zwischen den Teilvereinigungen zum Verschwinden bringen.
Nach dem ersten Schritt liegt in £ eine Energiefunktion vor, die von geringerer
Zentrigkeit (Grad der Assoziation) ist, als diejenige, von der ausgegangen wurde.
Durch Ry —0 zum Beispiel geht in (2) die Assoziation [a | b |¢|d] in [ab|c |d]
iiber.

4. Eine einfache Interpolationstormel ( p-Niherang)

Wir wollen mit einer einfachen Interpolationsformel fiir ¥ beginnen, die uns als
Ausgangspunkt fiir spitere Verbesserungen dienen soll. Die Giite einer Inter-
polation hingt im wesentlichen davon ab, wieviel Informationen iiber die zu
approximierende exakte Funktion verwendet worden sind und wie geschickt
der Naherungsansatz gewshlt worden ist. Das Letztere kann nicht so ohne weite-
res genauer definiert werden und ist sehr davon abhingig, was iiber den analy-
tischen Charakter der wirklichen Funktion bekannt ist. In der Regel gibt das
Ergebnis im Vergleich zu den exakten Werten erst die Rechtfertigung fiir einen
bestimmten Ansatz. Wir wollen hier versuchen den Ansatz einfach zu halten, wo-
bei wir verlangen, daB seine analytische Form in der Grundstruktur von der An-
zahl der Zentren (Atome) unabhéngig ist. Als Beispiel sei etwa auf Integraltrans-
formationen verwiesen, die beziiglich der verschiedenen Variablen von gleicher
mathematischer Gestalt sind. Physikalisch bedeutet unsere Forderung der mathe-
matischen Strukturinvarianz gegenitber &, daB die Ursachen der atomaren Wech-
selwirkungen immer von den Elektronen herrithren, die sich bevorzugt um die
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Atomkerne herum aufhalten und daB somit das Phénomen der chemischen Bin-
dung zwar graduell verschieden sein kann, aber in seiner analytischen Darstellung
immer im wesentlichen die gleichen Elemente enthilt. Nicht nur, daB etwa eine
0-H-Bindung oder eine CH,-Gruppe in allen Verbindungen die wesentlichsten
Eigenschaften beibehalt, sondern auch zwischen der O-H- und C-H-Bindung be-
stehen gewisse Gemeinsamkeiten, die sich etwa in dem gleichen Morse-Ansatz fiir
die Energiekurve und verschiedenen Parametern darin zeigen. Mit anderen Wor-
ten: eine Interpolationsformel mufB beziiglich ihres mathematischen Aufbaues fiir
alle N-Werte konstruiert werden konnen.

Verlangen wir, daf fiir eine solche Beziehung die Bedingung (13) erfiillt ist,
so laBt sich dies in folgender Weise durchfithren: Als einfachsten Ansatz setzen
wir

~ Ax
E~E= ) &(K)Bg, (15)
=)
wobei, wegen (13), die Bg die folgenden Relationen
lim Bg = g1, (15a)
L]
erfiilllen miissen. Diese Bk sind Funktionen der R;,. Setzen wir weiter
[x1

HK = Fpﬂu (RAM) (16)
VB
mit vorerst beliebigen Funktionen p;, (Rj,) mit den folgenden Eigenschaften
limp (R)=0 (17a)
R—0
p(R)y=0 (17b)
lim p (R) = oo, (17¢)
R—0
so erfiillt B in (15) die Beziehung (13), wenn
I,
Bg = (18)
> 1L
=1

gesetzt wird und das Produkt der p;, in (16) nur mit denjenigen pz, gebildet
wird, die sich in der Atomassoziation [K] zwischen Atomen A und p von ver-
schiedenen Teilvereinigungen ergeben. Fiir N = 3 haben die IIx nach (1) und (16)
die folgenden Formen

1. [abel: 11, =1 4. [c|ab]: II) = Pac Poe
2. [a | bel: I1y = pab Pac 5.[a|b]cl: 1Ty = Pab Pac Poe- (19)
3. [0 ac]: Iy = pop poc
Daneben treffen wir noch die Verabredung, da$ in jedem Falle /17, = 1 ist, wenn
[L] die Assoziation vom Grade 1 ist. Wegen (18) folgt noch allgemein

AN
;BKzi. (20)
K=

Die Relationen (15) mit (15a) und (20) lassen sich im Rahmen der Stérungsrech-
nung interpretieren [12], worauf wir hier aber nicht eingehen wollen. Wegen (20)
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stellt (15) eine R;,-abhingige Mittelwertbildung der Atomassoziationsenergien
& (K) dar, fir die noch zusatzlich (15a) erfiillt ist. Wie man leicht erkennt, erfillt
die Gl. (15) die Forderung (13), wenn die Bk nach (18) und (16) aufgebaut werden,
und die p;,-Funktionen (17) befriedigen.

Dariiber hinaus ist auch die obige Forderung an den mathematischen Aufbau
erfiillt, denn lassen wir zum Beispiel das Atom ¢ im Falle N = 3 nach Unendlich

gehen, so geht E in diesem Falle (15) tber in
% Elclab) + pa £ {alblc)

B= 1+ Pav ’ (21)
was sich wegen (13) in der folgenden Form schreiben 148t
E=&(c) + & (ab) + pw & (alb) (21a)

1+ Pab
So wie es sein muB, tritt die Energie & (c) des freien Atoms ¢ additiv auf und das
zweite Glied der rechten Seite ist genau der Ausdruck, der fir N = 2 nach den
Vorschriften (16) und (18) erhalten wird. Ganz allgemein gilt
lim B® = & (¢) + BN (22)
C—>C0

wenn B der Ausdruck fir die Elektronenenergie nach (15) bedeutet, und N
Atome vorliegen, wobei die Bx nach obiger Vorschrift gebildet werden.

Der Ansatz (15) besitzt aber noch eine andere richtige Eigenschaft. Liegen
vier Atome a, b, ¢ und d vor und entfernt man a, b bzw. ¢, d voneinander, wobei
die Abstande a-b und c-d endlich bleiben, also

Rap = endlich Bye — o0 Rpe — oo (23)
R4 = endlich Ryg — o0 Rpg — oo,
so nimmt E? die Form an
lim T é’ (abled) + pev & (albicd) + pea & (ablcld) + Pab Pea & (alblcld) 24
1+ Pav F Pea + Pab Ped
die sich auch wie folgt schreiben 133t
& (ab) + pav & (alb) | & (cd) + pa & (cld)
1+ Pav 1+ Pod

Hm E® = , (24a)

wenn man wieder (13a) beachtet. In Ubereinstimmung mit dem Ubergang (23)
1aBt sich (24a) auch schreiben

lim B9 — B (ab) + B® (cd) . (25)
Auch hier kann man zeigen, dal} wieder allgemein gilt
lim B — Fo— 4 fir (26)

wenn von den N Atomen ¢ Atome entfernt werden, wobei diese, sowie der Rest
unter sich, in endlichen Absténden verbleiben. Aus (26) folgt weiter

lim B® = F 1+ Fed 4. Fep (26a)
wenn

/]S o =N . (26Db)
=1
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Wird nun ein Atom in (26) entfernt, so geht (26) in (22) iber.

Da bei dieser Darstellung (15) mit den Bg nach (18) und (16) das Verhalten
der p,,-Funktionen die entscheidende Rolle spielt, haben wir diese Form der
Interpolation als p-Naherung bezeichnet, um sie gegeniiber anderen Fassungen zu
unterscheiden, die wir spéter diskutieren werden.

Eine Bestimmung von p;, ist hier ebenfalls moglich, indem wir setzen

E~(2)_EE(2) . (27)
Daraus folgt, wegen (21) und (21a)
b a
BE® = F — ﬁ%ifﬂ (27&)
und daraus weiter, nach pgp aufgelost,
_ E— & (ab)
Pab (Bap) = Eab)—E (27b)

Auf diese Weise haben wir erreicht, dal nicht nur Punkte auf der Energiehyper-
fliche, sondern auch Kurven zur Interpolation herangezogen worden sind. Es
handelt sich um Energiekurven zweiatomiger Systeme, die mit der Energiefliche
der gesamten Elektronenenergie bei bestimmten Kernkonstellationen zusamen-
fallen.

Da bei fast allen Energiekurven die Ungleichungen

E <& (a|b); E > & (ab) (28)
erfilllt sind, so befriedigt pg» nach (27k) alle Bedingungen (17).

5. Eine verbesserte p-Niiherung (pg-Approximation)

Die im vorigen Abschnitt angegebene Interpolationsformel berticksichtigt
noch nicht alle Informationen, die wir, ausgehend von den Atomassoziationen
und den bekannten Energien E®, besitzen. Es sind besonders noch zwei Punkte, die
mit dem Ansatz (15) und den Beziehungen (16), (17) und (18) nicht erfafit werden:

1. Gehen einige R, gegen Null, wéhrend die anderen Kernabstéinde endlich
bleiben, so sollte gefordert werden, dal das durch diesen Grenziibergang erhaltene
System mit einer Energie B approximiert wird, deren analytische Form sich auch
ergeben hitte, wenn E sogleich nach der allgemeinen Vorschrift aufgebaut worden
wiire.

II. Im Einklang mit der im Abschnitt 2 geforderten eindeutigen Darstellung
der Energie durch die Atomassoziationen ist zu verlangen, dal in E beim Uber-
gang Ry — 0oder R;; — 0 die entsprechende Ausgangsassoziation verschwindet.

Wir wollen die Situation durch einige Beispiele erlautern. Betrachten wir
etwa drei Atome a, b und ¢, so geht die Energie nach (15), (16}, (17) und (18) beim
Ubergang Rye — 0 in die Form iiber

lim E(;;) _ & (abc) + pav (Bo,ac) poe (By,ac) & (blac) ) (29)
Rae—>0 14+ pab/Rb,uC) Poe (Rb,ac)

Durch diesen Ubergang ist Ryp = Rpe geworden. Andererseits ist nach I zu ver-
langen, daf8

lim Ey(3) _ ﬁ(z)(b,ac) _ & (abC) + Po,ac (Rb,ac) & (blac)

30
Rge—0 1- + pb,dc (Rb,ac) ( )
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gilt, wobei sich, wegen (27b), die pp 4.-Funktion aus

E® — & (abc)
Pv,ac (Rb,ac) = mm (31)

berechnet. Setzen wir als Abkiirzung die Teilvereinigung ac = o/, so ist E® in
(31) die Energie des zweiatomigen Systems b — ¢’ als Funktion des Abstandes
Ry gr. Durch Vergleich von (30) und (29) erhidlt man aber die Gleichung

Pab (Rb,wc) Pbe (Rb,ac) = (Rb,ac) > (32)

die bestenfalls ndherungsweise erfiillt sein konnte. Stellen wir uns also auf den
Standpunkt, dall zum Aufbau der Interpolationsformel neben den Energien der
Atomassoziationen alle Energiekurven zweiatomiger Systeme herangezogen wer-
den sollen, die aus dem urspriinglichen System durch Grenziiberginge B;, —0
erhalten werden konnen, so zeigt (32), dafl diese Konzeption noch nicht voll-
stdndig durchgefithrt worden ist.

Lassen wir etwa bei vier Atomen a, b, ¢ und d den Abstand R.q gegen Null
gehen, so treten neben der schon bekannten p-Funktion 943 noch die Funktionen
Pu, ca Und pp, cq auf, die nach (15) bis (18) nicht definiert sind.

Zum Punkt 1T lassen wir im System a, b und ¢ das Atom & in den Schwer-
punkt von a und ¢ iibergehen (Rpqe — 0). Wie man aus (19) ersieht, verschwindet
in (15) nicht die Assoziation [b | ac]. Wiirde man dagegen gleich von Anfang an
das Atom b in dieser Lage zu den anderen beiden Atomen o und ¢ vorfinden, und
die verschiedenen Assoziationen zu dieser Kernkonstellation bilden, so wiirde man
bemerken, daB [abc] und [b | ac] am gleichen Punkt im Raum definiert sind und
die Bildungsvorschrift (Abschnitt 1) fiir [b | ac] automatisch zu [abe] fihrt, Aus
diesem Grunde wird in Punkt Il verlangt, daB in der Assoziationendarstellung
[b | ac] verschwindet, oder, wie man auch sagen kann, [b | ac] durch [abc] ersetzt
wird. Diese Ersetzung findet freilich nur fur Rp 4, — 0 statt; fiir Rpge+0 ist
selbstverstandlich auch die Assoziation [b [ac]in e vertreten, denn fiir By, — 0,
Rgp — oo und Ry, — oo geht ja B® in & ( b| ac) iiber. Der Ubergang Ry, 40 — 0
aber dagegen ist mit dem obigen Grenzibergang nicht vertriglich.

Die Ersetzung von [b | ac] durch [abe] kann so verstanden werden, daB fiir
Rygc — 0 die Assoziation [b | ac] durch ihre Ubergangsassoziation [abc] vertreten
wird, welche gerade durch den Ubergang R4 — 0 definiert ist (man vgl. Ab-
schnitt 2). Wie man aus (8) und (9) ersieht, zusammen mit Punkt IT, gilt diese
Aussage allgemein. Eine Verbesserung der p-Interpolation kénnte daher auf ein-
fachste Weise so vorgenommen werden, dal in (15) und (16) im Zihler eine Linear-
kombination der I1x eingefithrt wird, die das Gewiinschte leistet, indem je nach
Ubergang Ry -0 die entsprechende Ubergangsassoziation fiir ihre Ausgangs-
assoziation eintritt. Wir setzen also

FK:;HLG.% s K['L (33)
und haben als neues By
By = 1% (34)

AN
3 Im
M=~1

Damit ist, wegen (34), wieder (20) erfillt.



354 H. PrEUSS:

AN A
M Bg=1 . (35)

K=

Umn die gewiinschte Linearkombination der I7x nur im Zihler von

P
Boo = 8 g By = 5O
— o K=
2 K) B == (36)
X Is
KE=1
zu erreichen, setzen wir
AN AN
Y I'g= Ik, (37)
K=1 E=1
und kénnen diese Beziehung durch die Forderung
Yofk=1; K[L (38)
K

erfillen, wie man aus (33) erkennt. Diese Formeln stellen eine sinnvolle Erwei-
terung der p-Interpolation dar, denn wenn z. B.
of = Ogy, (39)

ist, so geht (36) wieder in die urspriingliche Form (15) iiber, die sich wegen (18)
auch wie folgt schreiben 146t

A
. I EWIk
EM = X . (p-Néherung) (40)
X Ilx
K
Wir haben also jetzt mit (36), (33) und (87) fiir B eine erweiterte Darstellung
gefunden:

AN
Xz &E) ot

By — LE=1 e ; K[L. (41)
¥ Ik
K
Setzen wir noch als Abkiirzung
~ A
E(L)= 3 & K)ok , (42)
K=1
s0 nimmt (41) die Form an
. ZEWIL
EXN) = =, 43)
> g
K=1

die, im Vergleich zu (40), an Stelle der & (K) die & (K) nach (42) stehen hat, welche
wegen (42) eine Mittelwertbildung aller & (K) darstellen, wobei die of die Rolle
von Gewichtsfunktionen spielen. Ein Spezialfall davon stellt dann (39) dar.
Wegen (33), (37) und (38) ergibt sich Bx von (34) zu

~ 21 O’f
. /
Byg = sm. K['L . (44)
Damit fir dieses EK ebenfalls die Beziehung (15a) erfillt ist, also der Zusammen-
hang
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lim Bx = 0w , (45)
[p]
muB fiir die ¢¥ gelten
1 wennl =K=M
lim o = 0 wenmM=L+K (46)
el endlich in allen anderen Fallen.

Wenn man die Form der I/x nach (16) beachtet und beriicksichtigt, da noch
folgende Beziehungen fiir die /I existieren
limllg=c0 K=L
lim /7, L = 4 Kl

, (47)
1 0 K+L

wobei der Ubergang R;, — 0 zuerst vorgenommen werden soll.
Um nun eine Form von o zu finden, erfiillen wir zuerst einmal die Bezichung
(38) und schreiben

O‘K—‘ﬁ" M[IL K[’L (48)
L_%'Q/M’ s .

Als nichstes soll (46) gelten. Verlangen wir von den yx, dafl

[lil:ﬁ’yKﬁoo K=L

lim yx = (49)

Ix] ,
[£1 K+ L

wobei wieder der Ubergang R;, — 0 zuerst stattfinden soll, so erhalten wir fiir
o¥ nach (48)
1, M=K=1L
£ o KL, ML, (50)
0; in allen anderen Fillen

was mit (46) tbereinstimmt, wenn dort der endliche Wert ebenfalls Null ist. Da
0¥ = 0 sein soll, wenn K [’ L nicht erfiillt ist, so ist auch die Definition (48)
dementsprechend zu erweitern. Damit entfillt wiederum die Erweiterung der
Beziehungen (46) und (50) auf Félle, bei denen nicht M [’ L ist, denn im Zihler
von Gl. (44) fallen alle I';, weg, fiir die K /' L nicht erfillt ist, so dal wegen (47)
die Beziehung (45) fiir alle M giiltig bleibt und somit im o%-Verhalten nur die
Fille M [" L betrachtet zu werden brauchen.

yr und flx geniigen also den gleichen Funktionalgleichungen. Wihrend aber
die /g nach (6) aus Funktionen aufgebaut wurden, die nur von den Kernabstin-
den R, abhingen, miissen die yx Funktionen der Abstinde Ry [vgl. (7)] sein,
wenn wir die Forderung IT erfiillen wollen.

Bin einfacher Ansatz fiir yg, der mit (48), (49) und (50) im Einklang steht,
kann mit bestimmten Funktionen ¢;; (Ry) gebildet werden und lautet:

[&]

-il’]j—%']' (1 < AK_< N) (51)
1 (wenn Ag = 1 bzw. N) .

Die Bildung von yx im ersten Falle hat groBe Ahnlichkeit mit der Vorschrift
(16) und besagt, daB alle diejenigen gg;xy i Produkt auftreten sollen, die sich in
der Assoziation [K] zwischen Teilvereinigungen (oder zwischen Atomen und
Teilvereinigungen) bilden lassen. So hat zum Beispiel das yx von [a | bc | d] die
Form yx = ¢a,be qa,0e, dagegen ist yz =1, wenn [L]=[a | b | ¢ | d], oder [abed].

YE =

Theoret. chim., Acta (Berl.) Vol. 2 24
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Damit (49) und somit auch (45) erfiillt wird, muf fiir die ¢-Funktionen gelten
lim | g (R) | = oo. (52a)

R->co
Verlangen wir dariiber hinaus noch die Befriedigung der Forderung II, so miissen
die ¢-Funktionen fiir R;; — 0 verschwinden
Rij—0

Wie man aus (41), zusammen mit (48) und (51), erkennt, verschwindet dann auch
fir By —0 die entsprechende Ausgangsassoziation, wie in Punkt IT verlangt,
und wird wegen (38) und (48) durch ihre Ubergangsassoziationen ersetzt.

‘Wir wollen noch feststellen, daB

ok =1 (wenn [K]=T[a|b|c| | N ] (53)

gilt, wenn [K] die Assoziation der getrennten Atome (Ax = N) bedeutet. Dies
folgt unter Beriicksichtigung von (48) und (51), sowie unter Beachtung der Sitze
p) und ) in Abschnitt 2. Die Gl. (53) ist im Einklang mit (38) und (50).

Bemerkenswert ist noch, dafl man in (51) auch yx = const fir Ag = 1; N ver-
langen kann, da dies keinen Einflu auf die Erfillung der Forderungen an yx und
o¥ hat. Bildet man oF fiir [K] = [abc- - -N], so sieht man, unter Beachtung des
Satzes o) (Abschnitt 2), dafl sich diese Konstante im Zghler und Nenner von ¢%
weghebt und wieder die alte Form fiir & resultiert, wobei die g;; nur bis auf eine
beliebige Konstante, die auf das Verhalten von yx in (49) keinen Einflufl hat,
verschieden sind. Auf die gleiche Weise ergibt sich ebenfalls die Gl. (53), da fiir
[K]={[a]b]c|--+-N] Zéhler und Nenner in (48) gleich werden, unabhingig
davon ob yg = 1 oder const.

Wir wollen die bisher diskutierten Formeln an zwei Beispielen niher erliutern.
Da die Darstellungen als Basis die p- und ¢-Funktionen enthalten, wollen wir von
einer pg-Interpolation sprechen.

Fir N = 3 (Atome a, b, ¢) ergeben sich die folgenden Ausdriicke fiir die Iy,
wenn wir die Atomassoziationen nach (1) numerieren.

Pab Pac Poc Poa Pac Peb
=1
1 + '1'|'Qa,bc+ 1+Qb,uc 1+Qc,ab
I = Pav Pac Qa, be
2 1+ Ga, be
I — PocPoa Gb, ac 54
3 1+ gs,ac ( )

Poc Ge,ab
F _ Pac
4 1+ ge,ov

I's = pap Pac Poc -
Wir schreiben noch dielx nach (2) auf (N = 4). Hier erhilt man die folgenden
Ausdriicke:

I =1 + Pav Par Pad Pab Poe Pobd Pac Poc Ped Pad Pvd Pac
1 1+ qa, bca 1 +qs, aca 1+ gec,ava 1 + ga, ave

Pac Pad Poe Pod Pav Pad Peb Ped Pat Pac Pod Pac

+ 1+ Qab, cd 1+ Qac, va 1+ Qad, be
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+ Pav Pac Pad Pod Ped Pav Poc Pod Pad Ped
1+ Ga, vead + Ga, ave + Ga, ve 44, ve 1+ qv,acd + Ga, abe + Gv,ac d, ac
+ Poe Pac Ped Pod Pad ) Pab Pod Poc Pac Ped
1 + qe,ave + qa,abe + Qe,ab Ga,av Ty Qv, acd + e, avd + @b, ad Je,ad
+ Pab Pad Pac Pve Ped Pac Pad Pab Pbc Poba
1+ ga,vea + Qe,ava + Ga,0a Ge,pa 1+ Ga,bca + @b, aca + Ga, ca Gv, cd
I = Pab Pac Pad Qa,bed Pab Pac Pad Pod Ped Qa, bed
2 1+ ga, vee 1 + Ga, vea + Qa, ave + Ga,vc G, be
+ Pab Pad Pac Poe Ped Ga,bed Pac Pad Pab Poec Pvd Ga,bed
1+ gu,vea + Ge,ava + Ga,vaGe,oa 1 + Ga, ved + @v,acd + Ga, 02 G, o2
Pab Poc Pbd Qv,acd Pab Poe Pod Pad Ped Go,acd .
Ty — +
1+ v, aca 1+ Gb, aca + qa, abe + @b, ac 4a, ac
. Pab Pod Poc Pac Ped Gb,acd Pac Pad Pab Poe Pod Gb,acd
" 1+ gb,acd + e, avd - Go,ad Je, ad 1+ b, acd + Qe, bed + Ga,cd b, cd
Pac Poc Pdc Ge,abd Poe Pac Ped Prd Pad Ge,abd
Iy =
1 -+ ge,aa 1 + ge,ava + qa, avc + Ge,va ga, ve
. Pab Poa Poe Pac Ped e, abe Pab Pad Pac Poe Ped Ge,abd
T + Gv,aca + Ge,ava + @b, ad Ge,ad 1 4 go,vea + Ge,ava + Qa,va e, va
F5 _ Pad Povd Ped §d,abe Pab Pac Pad Pod Ped 4d, abe + (55)
1 + g4, ave 1 + Qa, bca + G4, avc + Ga, v Qa, ve
Pab Poe Pod Pad Ped §4d, abe Poc Pac Ped Pova Pad §a, abe

1+ gv,0ca + ga,a0e + Gv,a0 a,ac 1 + Ge,ava + Ga,avc + G, ab ga, a0

Pac Pea Poc Pva Gab, cd
Fs -
1+ Gob, ca

Pab Pad Pve Ped Gac, bd Pab Pac Poa Ped Gad, be
F-] = ; Fs == —
1+ Gac, ba 1+ Gad, be

I = Pab Pac Pad Pva Ped Ja, be §a, be ___Pub Poc Poa Pad Ped o, ac §d, ac
o 1+ o, bed -+ Gd, abe + Ga, be G4, be i 10 1+ g, acd + Qd,ach + Gb,ac G, ac
Poe Pac Ped Pod Pad Ge, ab d, ad
I, 1= 1
- e, abd + qa,abe + Qe ab G, ab

I Pab Prd Poe Pac Pea gb, ad G, ad
12 =
1+ ¢v,aac + Gc,ava + v, ad Ge,ad

Pab Pad Pac Poec Ped Ya, ba e, ba
I1s = 1+
Ga, ved + (e, aba + Ga, vd g, ba

Pac Paa Pov Pvc Pod Ga, cd Gb, cd
T 1=
Ga, bed + Qb, acd + Ga, ca @b, cd
I'is = Dab Pac Pad Poe Pod Ped -
Fir N = 5 empfiehlt sich, beim Aufschreiben der [k-Ausdriicke nach (33) von der
Matrixschreibweise Gebrauch zu machen
I'=Ill¢, (56)
wobei 0 die Matrix der Elemente ¢f darstellt, von denen einige, wegen o% =

bei Nichterfullung von K [’ L, von vornherein verschwinden. I' und I7 sind
Zeilenvektoren der Komponenten I'g und 71y,

24*
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Bei den angegebenen Beispielen fiir N = 3 und 4 sieht man, dafl wegen
(62b) die Forderung IT erfiillt wird. Offen bleibt dabei allerdings noch die Be-
stimmung von ¢, die offensichtlich nicht so leicht wie die der p-Funktionen nach
(81) moglich ist. Um aber den Einflul der ¢ auf die Interpolation in irgendeiner
sinnvollen Weise zu studieren, wurde in einer fritheren Arbeit [1£] in krasser
Ubertreibung von (52a) und (52b) gesetzt

g(0)=0; g(R)=o00; (R >0), (57)

was allerdings, wegen der nun vorliegenden Unstetigkeit der ¢-Funktion, nur
dann moglich ist, wenn die Atome bestimmte Raumlagen einnehmen, die nur
einen der beiden Fille in (57) verwenden, ohne einen Ubergang des R von Null
nach endlichen Werten notwendig zu machen. Dies ist z. B. bei der Betrachtung
des H,-Systems moglich, wenn nur die lineare Konstellation

H,---Hy- H,

. (58)
Ry, Ry

betrachtet wird, bei der Ry, = Rp. gilt. Fiir bestimmte Ryp-Werte wird dann
damit auch der Ubergangszustand erfaB3t. Nach den bisherigen Erfahrungen [7]
scheint dieser bei 1,80 — 1,90 at. E. zu liegen. Bei diesem Wert hat das lineare

Gebilde ein Energieminimum, welches um etwa 80 % * tiefer liegt als die
Energie der getrennten Atome, welche —941,565 % = — 1,5 at. E. betragt.

Die oben erwihnten Rechnungen zeigten, daB nach der p-Naherung noch kein
Minimum des linearen Systems erhalten wird, obwohl fiir grélere Kernabstinde
die Energiefunktion schon recht gut angendhert wird, soweit ein Vergleich mit
den bisher bekannten Rechnungen [74] méglich (und erlaubt) ist. Die pg-Approxi-
mation [12] liefert dagegen schon bei etwa 1,9 at. E. ein Minimum von —94 bis

—100 Kﬁc;l gegeniiber den getrennten Atomen. Da die Potentialkurve der
H,-Molekiile fir grofiere Kernabstinde nicht sehr genan bekannt ist, sind auch die
hier angegebenen Rechnungen, die die Potentialkurve auch an diesen Stellen
bendtigen [Bestimmung von p nach (31)], mit undurchsichtigen Fehlern behaftet.
Dennoch darf wohl daraus geschlossen werden, dafl die Einfithrung von ¢ prinzi-
piell eine Verbesserung der Interpolationsformeln darstellt.

Man kénnte nun daran denken, eine Bestimmung von ¢ in der Weise vorzu-
nehmen, daB man auch noch die Forderung 1 erfiillt. Ein solcher Weg, der prinzi-
piell gangbar ist, fiithrt auf Schwierigkeiten, die mit der Definition von p nach
(31) zusammenhingen. Um dies zu zeigen, betrachten wir den Fall dreier Zentren
(N = 3). Nach (34) und (56} erhalten wir

ot 0 0 0 T

oy o2 0 0

O=[11ILIIIL; o=| o 0 of 0
g 0 0 of
0O 0 0 0 o

(59)

S0 oD

<o

* Fis handelt sich dabei um eine obere Grenze.
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mit ot =1
R R el ¥
05 = 1727— % = qub
o — ﬁ_b ot = fq”b o2 =1 . (59a)

Lassen wir jetzt Ry, — 0 gehen, so gehen auch nach (19) die /1, I7, und I1;
nach Null und die Energie des so resultierenden zweizentrigen Systems ergibt sich
in der Form
& (abe) Iy + & (albe) Ty

(2 =
i (a’ bC) 1+ Pab (Ra, bc) Pec (Ra, bc) )

(60)

Wir haben also einen analogen Ubergang wie in (29 (30) vorgenommen. Da wir
aber jetzt noch die ¢-Funktionen eingebaut haben, so unterscheidet sich (60) von
(29), denn die I'; und I', ergeben sich nach (59) und (59a) zu
Z_)ab (Ra,bc) Pac (Ra,bn)
1+ Ga, be (Ra, bc)
_ Pa (Ra, c) ac(Ra, o) a, c(Rlz, c)
FZ - Hz Gg = (Fl - 1) qa, be (-Ra’ bC) - : b1 j‘)Qﬁ, be ('fRa,qu)b : ’

wenn Ry, Null geworden ist. Wir konnen diesen Vorgang bildlich durch

“Y“/" (62)

darstellen. Das resultierende Gebilde ist das Zweizentrensystem

IN=mHmo +1o3= 1+
(61)

a———(bc)

(63)
Ra,be
Entsprechend (62) konnen die in der Forderung II vorliegenden Uberginge etwa
durch
&

( —
\ o
[4
beschrieben werden (R4 5. — 0). Analoge ﬁbergénge sind By 4 —0oder R, gp —0.
Genauso wie in (30) muf nach Forderung I die Form (60) mit
E(Z) _ g (abc) + Pa, be (Ra, br,) é‘(a | bC)

1 + Pa, bc (Rz, bc)
iibereinstimmen, was in der p-Naherung zu (32) fithrte. In der pg-Approximation
erhalten wir durch Vergleich von (60) und (65) zwei Gleichungen

rp
1+¢g 1

w1+ (662)

(65)

1+




360 H. Preuss:

PPy P
1+ (+pp) 1+D (66b)

mit den Abkiirzungen

f)\= Pa,be (Ra,bc)5 q = Qqg,bc (Ru,bc)Q PP = Pap (Ra,bc) Pac (Rw,bc)~ (66¢)
Da die beiden Seiten von (66a) jeweils zu den entsprechenden Seiten in (66b)

zu Eins komplementdr sind, so geniigt es, zur Bestimmung von ¢ eine der beiden
Gleichungen zu verwenden. Man erhélt durch eine einfache Rechnung

_ P+ ’ (67)
pp—p
wobei die p nach (31) bzw. (27b) festgelegt sind.

Gerade diese letzte Tatsache fithrt zu den erwidhnten Schwierigkeiten, die (67)
nicht fir alle Kernkonstellationen brauchbar werden 1aB8t. Grundsétzlich kénnte
jetzt auch ¢ nach (67) mit Hilfe der p aus den MeBdaten (Potentialkurven) ent-
nommen werden.

Leider ist (67) mit der Forderung (52c) nicht vereinbar, wie man aus folgender
Uberlegung sieht:

Die Energie eines zweiatomigen Systems ergibt sich fiir kleine Kernabstéinde
nach der Vorstellung des vereinigten Atoms exakt [2] zu

E® = &(ab)+ By R + B, B3, 4, (68)
wobei wir heute die analytischen Ausdriicke fiir , £, - - - kennen [3]. Setzen wir
diese Darstellung in (27b) ein, so erhalten wir fir p (R)

E E
Ry=— 2 __pry s psg...
P = Fain—s@m T T Fam—gwn (%9

p (B) verschwindet also in jedem Falle quadratisch mit dem Kernabstand RE. Wir
haben damit, unter Zuhilfenahme von (27b) eine Verschirfung des Verhaltens von
p (R) nach (17a) gewonnen.

Betrachten wir jetzt die Form (67) von ¢ bei Beriicksichtigung von (69), so
erhalten wir

limg(Ry=—-1, (70)
R0
was im Widerspruch zu (52b) steht. Mit anderen Worten: Fir B — 0 werden
einige der 0¥ unendlich groB. Die pg-Niherung erlaubt nicht, mit (67) die beiden
Forderungen I und II gleichzeitig zu erfiillen.

Ein Kompromif} bietet sich dadurch an, daf nach (12) noch zur Elektronen-
energie, die hier interpoliert wird, die Kernwechselwirkungsenergie tritt, die fiir
jeden Ubergang R;, - 0 unendlich wird, so daf diese Bereiche der Energiefliche
(einschlieBlich KernabstoBung), in denen sich die Atomkerne sehr nahe kommen,
in der Praxis selten erreicht werden. Daher kénnte man daran denken, die Be-
ziehung (67) fiir kleine R durch eine andere zu ersetzen, die sich stetig anschlieBt
und den Ubergang (52b) gewihrleistet. Freilich ist dabei zu bedenken, daB nicht
mehr im ganzen R-Bereich die Beziehung (65) beim Ubergang von einem drei- zu
einem zweizentrigen System giiltig bleibt.

Lassen wir in (67) B — oo gehen, so bleibt dagegen (52a) erfiillt, denn nach
einer hnlichen Uberlegung wie in (68) und (69) folgt, dall ¢ wie p in R unendlich
wird. Aus (67) gibt sich noch, im Einklang mit (39), (48) und (51), daB} fir ¢ — co
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wieder die p-Interpolation erhalten wird, was man speziell fiir N = 3 und 4 aus
(54) und (55) ersehen kann. In diesem Falle mufl allgemein nach (67) pp=7p
sein; dies stimmt mit (32) diberein.

Eine Verbesserung der pg-Naherung soll in den folgenden Teilen dieser Arbeit
erfolgen, besonders im Hinblick auf die gleichzeitige Erfiillung der Forderungen
I und II. Die pg-Approximation stellt aber schon in ihrer jetzigen Form eine
brauchbare Néherung dar, wie das Beispiel am H,-System gezeigh hat. Daneben
werden wir von den Grundgleichungen der Vorstellung der Atomassoziationen,
wie sie jetzt vorliegen, in den Fortsetzungen Gebrauch machen kénnen.
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