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Die Bestimmung yon Energiehyperfl~ichen mehratomiger Systeme 
nach einer Interpolationsmethode 

mit Hilfe der Vorstellung der Atomassoziationen 

I. Grundgleichungen 

Von 

H. PREUSS* 

Nach einer Darstellung der Methode der Atomassoziationen werden Interpolations- 
formeln fiir die Energiefunktionen mehratomiger Systeme angegeben, die fiir eine beliebige 
Anzahl yon Atomen anwendbar bleiben. Auch die Lage der Atome im Raum kann dabei 
beliebig sein. Die Ergebnisse des Verfahrens werden am H3-System gepriift nnd zeigen im 
Vergleieh zu der bisher teilweise bekannten Energiefunktion (Grundzustand) eine gute ~ber- 
einstimmung. 

The method of associated atoms is presented and formulas for the interpolation of the 
function of energy applicable to any number and orientation of atoms are given. The results 
are critically examined in the case of H 3. They agree fairly well with those par~s of the function 
of energy which are known up to now. 

Nous reprenons la re@rhode des associations d'atomes et pr6sentons des formules d'inter- 
polation pour ]es ~nergies des syst~mes ~ plusieurs atomes situ@s s n'impor~e quels endroits. 
Ce proc6d~ est examin@ au eas du syst~me Ha; l'aceord avecla fonction d'@nergie partiellement 
eonnue pour l'~tat fondamental est bon. 

1. Einleitung 
Das Verfahren der Atomassoziat ionen ist schon in einer Reihe yon Arbelten 

dargelegt worden [10, 11, 12], so dab bier nur  diejenigen Aspekte diskutiert  
werden sollen, die ffir das Folgende notwendig sind. 

Der Ausgangspunkt  dieses Verfahrens besteht  darin, das jeweils vorliegende 
Atomsys tem dutch  die Gesamtheit  bes t immter  Atomkernkonstel la t ionen darzu- 
stellen, wobei gewisse Elektronenwechselwirkungen, die dutch die Kernlage be- 
s t immt  sind, in nullter Ns vernachli~ssigt werden. 

Diese Kernkonste]lat ionen werden Atomassoziatione~ [K] genannt  und gehen 
aus dem ursprfinglichen Atomverband  dadurch hervor, indem gewisse Kern- 
abst~nde gegen Null gehen und  dal~ die auf  diese Weise erhaltenen neuen fiktiven 
Atome (Teilvereinigungen) wechselwirkungsfrei in nullter Niiherung angenommen 
werden. 

Liegen 2~ Atome vor  (a, b, c, " "  N),  so kann  zum Beispiel dutch den Uber- 
gang Rab -~ 0 (Kernabstand Rab) die Assoziation [ab [ c [ d ] " .  ] N] erhMten 
worden. Fiir zwei Atome (N = 2) existieren zwei Atomassoziationen, n~mlich 
[ab] und [a l b]. Es haadel t  sich dabei um Darstellungen, die dem sogenannten 

* Anschrift: Max Planek-Institut ffir Physik und Astrophysik, 8 Miinehen, FShringer 
Ring 6. 
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,,vereinigten Atom" [1] und den ,,getrennten Atomen" [9] entspreehen. Diese 
beiden Assoziationen stellen die Ausgangspunkte fiir zwei bekannte N~herungs- 
verfahren dar [l, 9]. Fiir N > 2 sind sic allgemein durch die Abkfirznngen 
[K] = [abc . . .  N] und ILl = [alb  t c I " '"  l N] gegeben. Fiir 3/ > 2 existieren 
aber noch eine geihe anderer Atomassoziationen, die sieh, wenn N = 3 ist, wie 
folgt schreiben lassen: 

1. [ab~] 4. [~ lab] 
2. Ea [be] 5. [a ] b l c ]  �9 (l) 
3. [b [ac] 

Es gibt also insgesamt fiinf Assoziationen. Fiir 3 / =  4 lassen sieh schon 15 
Assoziationen aufschreiben ! 

~. [ab~cl] 6. lab I ~cl] i~. [~ l ba I cl] 
2. [a l bccl] 7. [ac I bcl] 12. [b l ad l c ] 
3. [b l acd] 8. lad I be ] 13. [a I bcllc] 
4. [c label] 9. [a I bc I d] i4. [a l ccl } b ] 
5. [cl ] ab~] 1o. [b l ac l cl] 15. [a ] b Iv l d] . 

(2) 

Die Darstellung [blaccl ] wird zum Beispiel dutch den Ubergang Rac ~ O, 
Rca ~ 0 und Raa -+ 0* erhalten. Entspreehendes gilt fiir die anderen Atomasso- 
ziationen. 

AUgemein schreiben wir 

[K] = [ g  1 I K2 ] . . -  I KT~] , (3) 

wobei es sich bei den K] 0" = 1 . . . ~ ; )  um die obengenannten Teilvereinigungen han- 

delt. Ihre Anzahl bei einer bestimmten Assoziation [K] sei ~g. Die Zahl der mSg- 
lichen Assoziationen bei einem fixierten N soll mit AN bezeiehnet werden. Wir 
wollen auch dann yon einer Teilvereinigung sprechen, wenn es sich um ein ur- 
spriingliehes Atom handelt. 

2. Einige Begriffsbildungen und Siitze 
Die Anzahl A-K der Teilvereinigungen in der Assoziation [K] soil als der Grad cler 

Assoziation bezeiehnet werden. Wie leicht zu sehen, gilt ffir A~ 

t___A~<~<N. (4) 

Die Assoziationen zum ,,vereinigten Atom" und zu den ,,getrennten Atomen" 
haben somit den Grad 1 und N. 

Die Teilvereinigungen denken wir uns in den Schwerpunkten der Kernladun- 
gen, aus denen sie hervorgegangcn sind. Wird daher die Lage jedes Atoms 2 ira 
l~aum dureh den Vektor ~a angegeben, so gilt also fiir die Teilvereinigungen (Kj) 

(g~) (K j)  

~ sh z~ = ~K, 2 z~ , (5) 
= ~ = 1  

wobei die Z~ die Kernladungen darstellen und in den Summen nur fiber die jewefli- 
gen Atome der Teilvereinigung aufsummiert wird. ~Kj ist nach (5) der Vektor 
zur Teilvereinigung (K3.). 

* Es genfigt schon, wenn z.B. -~a~0  und /~,~-+0; /~a-~0, R~a-~ 0 oder R~a-~ 0, 
R ~ 0  
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Neben den Atomabsb~nden 

R ~ =  [ ~ - - ~ , [  , (6) 

haben wir somit noeh Absti~nde zwisehen Teilvereinigungen 

RK~ Kj = ] ~ ,  -- ~Kj I , (7a) 

oder zwischen Teilvereinigungen und Atomen 

Rz, g~ = ] ~ -- ~g~ I " (7b) 

Wir wollen diese mit R/j und Raj abkfirzen, wenn eine bestimmte Assoziation 
vorlieg~. 

Der Ubergang zu bestimm~en Assoziationen yon denjenigen N-ten Grades 
aus wird dudureh erreieht, dab einige Rat naeh Null gehen. Unter den Kern- 
konstellationen gibt es aber aueh solehe, bei denen naeh der Vorsehrift (5) be- 
stimmte Teilvereinigungen r~umlich mit bestimmten Atomen oder anderen Tefl- 
vereinigungen zusammenfallen. Dieser Fall ~ritt nut  dann auf, wenn eines (oder 
mehrere) der [ ~aKj [ oder ]~g~/~j] verschwinden. A]]e qnOglichen Atomasso- 
ziationen sollen das Molekfil beschreiben; wir miissen daher diese F~lle ausschlie- 
~en, da bei einem bestimmten Ubergang R~ 1 ~ 0 (oder Rij -~ 0) eine eindeutige 
Darstellung des Atomsystems dutch seine Assoziationen resultieren muB. Diese 
Eindeutigkei~ der Teilvereinigungen bezfiglich der Raumpunkte fiihrt dazu, dab 
bei dem Ubergang Rij -+ 0 die entspreehende Ausgangsassoziation ffir Rij + 0 in 
der Assoziationendarstellung versehwinden muB. Sei e~wa 

[K] = [ K ~ [ K  2 ] . . .  I KTK] (8) 

die Ausg~ngsassoziation, so erhttlt man ffir R/r 1 ~2 -+ 0 

[K] -+ [K'] -- [K~ K 2 I Ka [ ' . -  ]K~] - -=  [K'~ I K'2 I " '" I KAK-~] �9 (9) 

Von den zur Diskussion stehenden Assozia~ionen [K] und [K/] ist immer diejenige 
mit dem hSheren Grad in der Dars~ellung zu s~reichen. Wir wollen [K/] als die 
Ubergangsassoziation zu [K] bezeichnen und sehreiben dafiir als Abkfirzung 
K'  IK.  

DaB die Ausgangsassoziation weggelassen werden mul~, kann man noeh yon 
einer anderen Seite her verst~ndlich machen. I-Ii~ten wir ersb den Obergang 
Ri] ~ 0 vorgenommen und dann das Schema der Atomassoziationen nach obiger 
Vorsehrift aufgesehrieben, so w~re automatisch die Ausgangsassoziation ftir 
Re] # 0 nicht aufgetre~en. 

Diese BegTiffe ftihren zu neuen Verh~ltnissen zwisehen den Assoziationen, 
die zu einem bestimmten N gehSren. So ist zum Beispiel in (2) die Assoziation [3] 
~bergangsassoziation zu [i2], indem in [12] Re, aa gegen Null geh~. Auch [4] ist 
eine Ubergangsassoziation yon [~2], dagegen sind [2] oder [5] dureh keinen Grenz- 
iibergang R~ -+ 0 aus [12] zu erhalten. 

Wit wollen diese Zusammenh~nge durch eine Reihe einfaeher S~tze zusammen- 
fassen. Wie leieht zu sehen, gilt ffir ein festes N:  

cr Die Assozia~ion des ,,vereinigten Atoms" (Grad l) is$ Ubergangsassozia- 
tion zu allen Assoziationen yore Grade 2 his N -- i. 

[abc . . .N]  [ K  ; -4K = 2 ' '  "N -- J . .  (10) 
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/~) Die Assoziationen vom Grade N und N - I sind keine 1Jbergangsassozia- 
tionen und besitzen daher keine Ausgangsassoziationen. 

y) Assoziationen vom Grade N - i sind nur Ausgangsassoziationen, dagegen 

kann die Assoziation mit AK = N (getrennte Atome) nie als Ausgangsassoziation 
auftreten. 

Ans (9) folgt allgemein: 

(5) Ist K [L, so gilt 

< EL.  

Diese Aussage ist nieht umgekehrt g~ltig, wie man zum Beispiel an den Assozia- 

tionen [10] und [4] in (2) erkennt, obwohl A4 < A10. 
Zu jeder Assoziation [L] kann somig eine bestimmte Anzahl yon Ubergangs- 

assoziationen [K] angegeben werden. Wird zu dieser Menge noeh [L] dazugereeh- 
net, so wollen wir dies mit K FL bezeichnen. 

3. Die EnergiehyperfNichen 
Die Energie g eines Atomsystems als Funktion der Kernabsts R~, (4, ~ = 

i "  .N) wird als Energiehyperfl~ehe bezeichnet, da sich diese, in einem Raum 
mit einer Dimension mehr, als ttyperfl/iche behandeln 1/~6t. Die Bewegungen der 
Atome kSnnen daher wellenmeehanisch auf diesen ,,Fl~chen" betrachtet werden 
(adiabatische N/iherung), wobei die Eigenschaften dieser Energiefunktionen das 
chemisehe und physikalisehe Verhalten des jewefls vorliegenden Atomsystems 
bestimmen. 

Die Bereehnung der Energiehyperfls 8 (9t~) ist daher eine der Haupt- 
aufgaben der quantentheoretisehen Chemie! 

Im allgemeinen reicht die Kenntnis fiber gewisse t~aumbereiche aus, um fiber 
Struktur und spektroskopisehes Verhalten der Verbindungen Auskunft zu er- 
halten. Bei der Diskussion yon Reaktionsvorg~ngen ist es dagegen notwendig, 
dab die Energiehyperfl/ichen fiber gr6Bere Koordinatenbereiche bekannt sind. 
Besonders der Energieverlauf in Bereichen nichtstabiler Kernkonstellationen gibt 
Aufsehlu] fiber die zu erwartenden GrSBenordnungen der Aktivierungsenergien 
und somit fiber die MSglichkeiten bestimmter Reaktionsvorg/~nge [6]. 

Zur Zeit liegen nur die Energiekurven einiger zweiatomiger Systeme ffir 
gr6Bere Kernabstandsbereiche vor [8]. Ffir N > 2 sind bisher nur bei einigen 
Verbindungen die Energiewerte ausgerechnet oder bestimmt worden und dann 
nur um die stabile Lage des Systems herum. 

Die Sehwierigkeiten, die einer weitreiehenden Berechnung oder Messung von 
Energiehyperfl/ichen entgegenstehen, sind einmal im Vielteilchenproblem der 
Wellenmeehanik zu sehen, zum anderen in der Tatsaehe, dab sich das System nur 
in den Energieminima eine 1/~ngere Zeit aufh~lt und somit erst dort gut meBbar 
wird. Es sind aber gerade die Energieverl/~ufe zwisehen zwei Minima, yon denen 
entscheidend die Einstellung yon Gleiehgewiehten abhs [4]. Der EinfluB yon 
Katalysatoren, wenn sie nicht mittelbar an der Reaktion teilnehmen, kann daher 
so gesehen werden, dab ihre Einbeziehung in das betraehtete System den Charak- 
ter der ,,Energiegebirge" ver/indert und somit eine Ver~nderung der Einstell- 
gesehwindigkeit des Gleichgewichts herbefffihrt. 
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Ffir das Folgende ist es notwendig, yon der Tatsache Gebraueh zu maehen, 
dab sieh die Energie eines Atomsystems exakt als Summe yon zwei Termen dar- 
stellen l~,Bt 

2~':1 ~ Z),Z~, 
# ( ~ )  = E (~2 + F - E (~2  + W (~2  , (12) 

yon denen der letzte die Coulombwechselwirkung der N Atomkerne mit den La- 
dungen Z~ (~ = l . . . N )  darstellt. E ( ~ )  ist daher als die reine Elektronenenergie 
des Systems zu bezeichnen. Sie l~Bt sich nur wellenmechanisch berechnen. Ffir 
unsere Betrachtungen hier ist es yon groBem Nutzen, dab E i m  Gegensatz zu # 
im ganzen ~-Raum beschri~nkt bleibt; die Tatsache aber, dab sich quantentheore- 
tisch in der Regel eine abz~hlbare Schar yon Energiehyperfli~chen ergibt (dutch n 
unterschieden) 

drn : En  + W (n = 0 ,1 . . . )  (12a) 

bleibt aueh in E erhalten, w/~hrend W ffir alle Energiezust/inde des Systems den 
gleichen Ausdruek darstellt. Wir wollen bier nicht auf die Einzelheiten der quan- 
tentheoretischen Rechnung eingehen, die sieh u. a. in der Ziihlung in n zeigt, 
sondern, yon E ausgehend, einen Zusammenhang zur Vorstellung der Atomasso- 
ziationen aufzeigen, der uns dann zu einer Reihe von Interpolationsformeln ffir 
E ffihren wird. Bezfiglieh eines wellenmeehanischen Verfahrens mit ttilfe dieser 
Atomassoziationen sei auf die Literatur verwiesen [10, 1 l ,  12]. 

Lassen wir in E (~a) einige Rzt~ naeh ~*ull gehen, so geht das System in ein 
solches mit einer geringeren Anzahl yon Atomen fiber und E stellt dessen Elek- 
tronenenergie dar. Werden dann die fibrigen Kernabst/~nde unendlieh gro]] ange- 
nommen, so geht E (~a) in einen Energiewert fiber, der der Summe der Energien 
der dutch R~v -+ 0 erhaltenen Atome entsprieht. Im Sinne unserer Definition der 
Atomassoziationen handelt es sieh hier um die Energien der Teilvereinigungen 
(Atome) in der dureh R~v -+ 0 festgelegt.en Assoziation. Wir wollen diesen Grenz- 
fibergung dureh 

lim E -- # (K) (13) 

bezeiehnen, wobei # (K) die Energie der freien Teflvereinigungen der Assoziation 
[K] ist. 

Z~ 
# (K)  = }7 #(Kj)  . (13a) 

J=l 
Als Beispiel ffir (t3) betrachten wir die Assoziation [6] = lab led] in (2). Hier 

mug dann geschrieben werden 

l im E = ~ (ab l cd) = ~ (ab) + ~ (cd) , (14) 
[6] 

wobei lira der Obergang 
[~] 

Ra~ --+ 0 Rac -+ c~ Rbc --+ c~ (14a) 

bedeutet. 
Auf diese Weise haben wir auf den ttyperfl~chen Punkte ausgezciehnet, 

deren dazugehSrige Energiewerte sich als Summen yon Atomenergien (Energien 
der Teilvereinigungen) darstellen lassen. Wit haben damit diejenigen Kern- 
konstellationen gefunden, bei denen die Elektronenenergie der Mo!ekfile (Atom- 
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systems) allein dureh die Kenntnis d er Energien yon freien Atomen berechnet 
werden kann. Dabei ist zu beaehten, dab wit bei den ~Iberggngen naeh (13) 
jeweils sine Energiehypsrfliiche betraehten und deswegen die dazugeh6rigen 
Atomenergien naeh (13a) zusammenfassen mfissen. Bei einer anderen Energiefl/~ehe 
mfissen in der Regel andere 5 ~ (Kj)-Werte berfieksiehtigt wsrden. Wir erinnern in 
diesem Zusammenhang zum Beispiel an das H~O-Molekfil [13], bei dem je naeh 
Energiehyperfl/iehe in der Assoziation [OIHe  ] ein Triplett- oder Singulett- 
Zustand des IIeliums hineingesehrieben werden muff. Im ersten Falle befindet 
sieh der Sauerstoff in [O ! I-Ie] ebenfalls in einem Triplett-Zustand (3p). Wie wir 
wissen [5], sind beide Zustiinde (Energiehyperflfiehen) bei der Stabilisierung des 
Systems O, tI, H zum II20-Molekfil beteiligt. 

Entspreehend ihrer tIerleitung sind die Uberg/~nge (i3) auf sogenannten 
Adiabatenfl~ehen vorzunehmen [6]. Da sieh F1/iehen gleicher Rasse nieht schnei- 
den dfirfen (Uberkreuzungsverbot), so muB sine ~Jbersehnsidung dadureh be- 
seitigt wsrden, indem in einem weiteren Reehensehritt die betreffenden beiden 
Energiefl&chen zusammengefal3t betraehtet werden. Wit wollen auf diese MSglieh- 
keiten in einsr sp/~teren Arbeit eingehen, tIier sei vorerst nut verlangt, daft beim 
Ubergang (t3) zur Energie einer Atomkonstellation die jsweilige Hyperfl&ehe 
nieht verlassen wird, wobei im Falle yon ,,Schnittpunkten" die Stetigkeit der 
AbMtungen an dieser Stelle vorausgesetzt sei. Wie oben sehon bsmerkt, srhalten 
wit (his auf das ~berkreuzungsverbot) auf diese Weise die Sshar der Energie- 
hyperfl/iehen in adiabatischer N&herung, 

Wit wollen noeh daraufhinweisen, dab der Ubergang hisr in zwei Schritten 
vorgenommen werden kann, indem zuerst die entspreehenden Ra~, gegen Null 
gehen und zu den Teilvereinigungen (fiktive =&tome) ffihren, danaeh dann 
die restliehen R~s gegsn unendlieh gehen und auf diese Weise die Elektronen- 
weehselwirkungen zwisehen den Teilversinigungen zum Versehwinden bringen. 
Naeh dem erstsn Sehritt liegt in E sine Energiefunktion vor, die yon geringerer 
Zentrigkeit (Grad der Assoziation) ist, als diejenige, yon der ausgegangen wurde. 
Dureh Rat, -~ 0 zum Beispiel gsht in (2) dis Assoziation [a I b [ c [ d] in [ab l c I d] 
fiber. 

4. Eine einfaehe Interpolationsformel (p-Niihernng) 
Wir wollen mit einer einfachen Interpolationsformel ffir E beginnen, die uns als 

Ausgangspunkt ffir sp~tere Verbesserungen dienen soll. Die Gfite einer Inter- 
polation h/ingt im wesentlichen davon ab, wieviel Informationen fiber die zu 
approximierende exakte Funktion verwendet worden sind und wie geschickt 
der N/iherungsansatz gew/~hlt worden ist. Das Letztere kann nicht so ohne weite- 
res genauer definiert werden und ist sehr davon abh/tngig, was fiber den analy- 
tischen Charaktsr der wirklichen Funktion bekannt ist. In der Regel gibt das 
Ergebnis im Vergleich zu den exakten Werten erst die Rechtfertigung ffir sinen 
bestimmten Ansatz. Wir wollen bier versuchen den Ansatz einfach zu halten, wo- 
bei Mr verlangen, dab seine analytische Form in der Grundstruktur yon der An- 
zahl der Zentren (=&tome) unabh/~ngig ist. Als Beispiel sei etwa auf Integraltrans- 
formationen verwiesen, die bezfiglich der verschiedenen Variablen yon gleicher 
mathematiseher Gestalt sind. Physikalisch bedeutet unsere Forderung der mathe- 
matischen Strukturinvarianz gegenfiber N, dab die Ursachen der atomaren Wech- 
selwirkungen immer yon den Elektronen herrfihren, die sich bevorzugg um die 



350 H. P~EVSS : 

Atomkerne herum aufhalten und dab somit das Phgnomen der chemischen Bin- 
dung zwar graduell versehieden sein kann, aber in seiner analytischen Darstellung 
immer im wesentliehen die gleichen Elemente enthglt. Nicht nur, dall etwa eine 
O-H-Bindung oder eine CHa-Gruppe in allen Verbindungen die wesentlichsten 
Eigenschaften beibehglt, sondern aueh zwischen der O-H- und C-H-Bindung be- 
stehen gewisse Gemeinsamkeiten, die sieh etwa in dem gleiehen Morse-Ansatz ffir 
die Energiekurve und verschiedenen Parametern darin zeigen. Mit anderen Wor- 
ten: eine Interpolationsformel mul~ bezfiglich ihres mathematischen Aufbaues ffir 
alle N-Werte konstruiert werden kSnnen. 

Verlangen wir, dal~ fiir eine solche Beziehung die Bedingung (13) erfiillt ist, 
so 1/il~t sieh dies in folgender Wdse durchffihren: Als einfaehsten Ansatz setzen 
wir 

AN 

E ~ E =  ~. # ( K )  BK , (15) 
*r 

wobei, wegen (13), die BE die folgenden Relationen 

lira BK = ($KL (i5a) 
[L] 

erffillen miissen. Diese BK sind Funktionen der R~,. Setzen wir welter 
[xl 

HK = / / p ~ ,  (R~) (16) 

mit vorerst beliebigen Funktionen p~, (R~.) mit den folgenden Eigenschaften 

l imp (R) = 0 (i7a) 
R-+0 

p (R) > 0 (17b) 

l imp (R) = c~, (i7c) 
R--+0 

so erffillt/~ in (i5) die Beziehung (13), wenn 

HK 
B K - -  A~ ( i 8 )  

zHL 
L=] 

gesetzt wird und das Produkt der p~, in (16) nur mit denjenigen p~, gebildet 
wird, die sich in der Atomassoziation [K] zwischen Atomen ~ und # yon ver- 
schiedenen Teilvereinigungen ergeben. Fiir N = 3 haben die HE nach (i) und (16) 
die fo]genden Formen 

i. [abc]: I I  1= i 4. [v l ab]: I I~= pac p~c 

3. [b ]av]: H a = pab poe 

Daneben treffen wir noch die Verabredung, dal~ in jedem Fa l l e / /n  = i ist, wenn 
[L] die Assoziation vom Grade i ist. Wegen (i8) folgt noeh allgemein 

A/V 

F, B K  = ~ . (20) 
~=1 

Die Relationen (t5) mit (i5a) und (20) lassen sich ira gahmen der StSrungsrech- 
nung interpretieren [12], worauf wir hier aber nicht eingehen wollen. Wegen (20) 



Energiehyperfl~chen mehratomiger Systeme. I. 35~ 

stellt ( t 5 ) e i n e  Ras-abhgngige Mit te lwertbi ldung der Atomassoziat ionsenergien 
# (K) dar, ffir die noch zusgtzlieh (15a) erffillt ist. Wie m a n  leicht erkennt ,  erffillt 
die G1. (15) die Forderung (13), wenn die BK nach (18) und (16) aufgebaut  werden, 
und  die p~s-Funktionen (17) befriedigen. 

Darfiber hinaus ist auch die obige Forderung an den mathemat i schen  Aufbau  
erffillt, denn lassen wir zum Beispiel das A tom c i m  Falle N = 3 nach Unendlich 

gehen, so geht  J~ in diesem Falle (15) fiber in 

= # ( c l a b )  + p ~  • ( a l b [ c )  
, (21)  

was sich wegen (13) in der folgenden F o r m  schreiben ]~l~t 

= # ( c ) §  # ( a b ) +  p ~  #(alb) (2ia) 
I + p~b 

So wie es sein mu[3, t r i t t  die Energie # (e) des freien Atoms c addi t iv  auf  u•d das 
zweite Glied der rechten Seite ist genau der Ausdruck,  der ffir _Y = 2 nach den 
Vorschrif ten (t6) und  (t8) erhal ten wird. Ganz allgemein gilt 

lim j~(zr = # (c) § ~(s-1)  (22) 

wenn E(~') der Ausdruck ffir die Elektronenenergie  nach (15) bedeutet ,  und  N 
Atome vorliegen, wobei die B K  nach obiger Vorschrfft  gebildet werden. 

Der Ansatz  (15) besitzt  aber  noch eine andere riehtige Eigenschaft .  Liegen 
vier A tome  a, b, c und  d vor und entfernt  m a n  a, b bzw. c, d voneinander ,  wobei  
die Abst~nde a-b und  c-d endlich bleiben, also 

Rab  = endlich R~c  ~ ~ R b c  ~ ~ (23) 
R c a  = endlieh R a a  ~ oo R b a  ~ c~ , 

so n i m m t  ~(4) die F o r m  an 

lira E(~) = # (abicd) + p~o $ (alblcd) + p ~  o z (ablcld) + p,b po~ o z (aiblcld) 
, (24) 

die sich aueh wie folgt schreiben li~l~t 

l ira E(a) = # (ab) + p~b # (a]b) # (cd) + p ~  # (c]d) § , (24a) 
I + p~b ~ + p~a 

wenn m a n  wieder (13a) beachtet .  In  Ubere ins t immung  mi t  dem ]Jbergang (23) 
l~l~t sich (24~) auch schreiben 

lira E(~) = E(~) (ab) + ~(m (cd) . (25) 

Auch hier kann  m a n  zeigen, dab wieder allgemein gilt 

lira ~(N) = ~N-o)  § 2(~ , (26) 

wenn yon den N Atomen  a Atome  entfernt  werden, wobei diese, sowie der l~est 
un te r  sich, in endhchen Abst~nden verbleiben. Aus (26) folgt welter 

weYIYI  

i 

/_, at ~ N . (26b) 
i = 1  
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Wird nun ein Atom in (26) entfernt, so geht (26) in (22) fiber. 
Da bei dieser Darstellung (15) mit den B K  naeh (18) und (t6) das Verhalten 

der pz.-~unktionen die entseheidende Rolle spielt, haben wit diese Form der 
Interpolation als p-N/~herung bezeiehnet, um sie gegenfiber anderen Fassungen zu 
unterseheiden, die wit sp/iter diskutieren werden. 

Eine Bestimmung yon pa~ ist bier ebenfalls mSglich, indem wic setzen 

E(~) ~ E (~) . ( 2 7 )  

Daraus folgt, wegen (21) und (21a) 

E(~) = E = g (ab) + pa~ ~ (alb) (27a) 
I +p~b 

und daraus weiter, nach Pab aufgel6st, 

E - -  # (ab) (27b) 
Pab (1:lab) --  d~(alb)_E 

Auf diese Weise haben wit erreicht, dab nicht nut Punkte auf der Energiehyper- 
fl/~che, sondern auch Kurven zur Interpolation herangezogen worden sind. Es 
handelt sich um Energiekurven zweiatomiger Systeme, die mit der Energiefl/iche 
der gesamten Elektronenenergie bei bestimmten Kernkonstellationen zusamen- 
fallen. 

Da bei fast allen Energiekurven die Ungleichungen 

E < # ( a  l b); E > #(ab) (28) 

erffillt sind, so befriedigt Pa~ nach (27b) alle Bedingungen (17). 

5. Eine verbesserte p-N~iherung (pq-Approximation) 
Die im vorigen Abschnitt angegebene Interpolationsformel berficksichtigg 

noch nicht alle Informationen, die wit, ausgehend yon den Atomassoziationen 
und den bekannten Energien E (m, besitzen. Es sind besonders noch zwei Punkte, die 
mit dem Ansatz (15) und den Beziehungen (16), (17) und (18) nieht erfaBt werden: 

I. Gehen einige R~z gegen Null, w/ihrend die anderen Kernabst/~nde endlich 
bleiben, so sollte gefordert werden, daG das durch diesen Grenzfibergang erhaltene 

System mit einer Energie E approximiert wird, deren analytisehe Form sich aueh 

ergeben h/~tte, wenn/~ sogleich naeh der allgemeinen Vorsehrift aufgebaut worden 
w/ire. 

II. Im Einktang mit der im Abschnitt 2 geforderten eindentigen Darstellung 

der Energie durch die Atomassoziationen ist zu verlangen, dab in /~  beim Uber- 
gang Ri i -~ 0 oder R~i --, 0 die entsprechende Ausgangsassoziation verschwindet. 

Wit wollen die Situation durch einige Beispiele erl/iutern. Betrachten wir 
etwa drei _&tome a, b und c, so geht die Energie nach (i5), (16), (17) und (i8) beim 
[Jbergang t lac  ---, 0 in die Form fiber 

lira ~(a) = ,~ (abc)+ pab (-~b,ac) pbc (Rb,ac) # (bIac) (29) 

Durch diesen Ubergang ist .Rab = Rbc  geworden. Andererseits ist naeh I zu ver- 
langen, dab 

lira E(a) = F-'(e)(b,ac) = # (abc) + p~,~ (~, ,~)  g (biac) (30) 
,~o--+o t + p~,,,o (R~.~o) 
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gilt, wobei sich, wegen (27b), die pb,ac-Funkt ion aus 

E(~) -- #(abc) (31) 
Pb,ac (Rb,ac) -- # (blac)__E(~) 

berechnet. Setzen wir als Abkiirzung die Teilvereinigung ac = a', so ist E (2) in 
(31) die Energie des zweiatomigen Systems b -  f als Funktion des Abstandes 
Ro,a,. Durch Vergleich yon (30) und (29) erh&lt man aber die Gleichung 

p~b (Rb,~c) Pbc (R~,~) = (Rb,~c) , (32) 

die bestenfa]ls ns erffillt sein kSnnte. Stellen wir uns also ~uf den 
Standpunkt, dab zum Aufbau der Interpolationsformel neben den Energien der 
Atomassozi~tionen Mle Energiekurven zweiatomiger Systeme herangezogen wer- 
den sollen, die aus dem ursprfinglichen System dutch Grenziibergs R~, ~ 0 
erh~tten werden kSnnen, so zeigt (32), dab diese Konzeption noch nicht voll- 
sts durchgefiihrt worden ist. 

L~ssen wir etwa bei vier Atomen a, b, a und d den Abstand Red gegen Null 
gehen, so treten neben der sehon bekannten p-Funktion Pab noch die Funktionen 
Pa, ca und P~,c~ auf, die nach (15) bis (18) nicht definiert sind. 

Zum Punkt  I I  lassen wir im System a, b und c das Atom b in den Schwer- 
punkt yon a undc  iibergehen (Ro,ac -~ 0). Wie man aus (i9) ersieh% verschwindet 
in (15) nicht die Assoziation [b T~ av]. Wiirde man dagegen gleich yon Anfang an 
das Atom b in dieser Lage zu den anderen beiden Atomen a und c vorfinden, und 
die verschiedenen Assoziationen zu dieser Kernkonstellation bilden, so wfirde man 
bemerken, dab [abel und [b l ac] am gleiehen Punkt  im Raum definiert sind und 
die Bfldungsvorschrift (Abschnitt l) f ib [b ]ac] automatisch zu [abe] ffihrt. Aus 
diesem Grunde wird in Punkt  I I  verlangt, dab in der Assoziationendarstellung 
[b I ac] verschwindet, oder, wie man auch sagen kann, [b [ac] durch [abe] ersetzt 
wird. Diese Ersetzung findet freflieh nut  ffir Rb,ac -~ 0 start; ffir Rb,ac% 0 ist 

selbstverst/~ndlich auch die Assozi~tion [b ! aG] in j~(a) vertreten, denn ffir Rac -~ O, 

Rab ~ c~ und Roe ~ ~ geht ja j~(8) in ~ ( b I ac) fiber. Der Ubergang Rb,ac -~ 0 
aber dagegen ist mit dem obigen Grenziibergang nicht vertrs 

Die Ersetzung yon [b ]ac] durch [abe] kann so verstanden werden, dab ffir 
R~,ac -~ 0 die Assozi~tion [b [ ac] dureh ihre Ubergangsassoziation [abe] vertreten 
wird, welehe gerade durch den Ubergang gb,ac ~ 0 definiert ist (man vgl. Ab- 
sehnitt 2). Wie man aus (8) und (9) ersieht, zusammen mit Punkt  II ,  gilt diese 
Aussage a]lgemein. Eine Verbesserung der p-Interpolation kSnnte daher auf ein- 
faehste Weise so vorgenommen werden, dab in (15) und (t6) im Z/~hler eine Linear- 
kombination der HE eingeffihrt wird, die das Gewiinschte leiste% indem je nach 
Ubergang Rij -~ 0 die entsprechende Ubergangsassoziation fiir ihre Ausgangs- 
assoziation eintritt. Wir setzen also 

EK:~.//LOL , K L 
,~ (33) 

und haben als neues BK 

J • K  ~ A N  

Damit ist, wegen (34), wieder (20) erfiillt. 

(34) 
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AN ^ 

V Bt~ = t (35) A.*a 
K = I  

Um die gewfinschte Linearkombination der HK nur im Zghler yon 
A N  

AN 2: do (K) T'K 
~(N) = 2 do (K) BK = K=I (36) 

K = I  A N  
x l"x 

K = I  

zu erreiehen, setzen wir 
A N  A N  

2 I'K = 2 H E  , (37) 
g = l  K = I  

und kSnnen diese Beziehung dureh die Forderung 

Z a~= l ; K I ' L  (381 
K 

erffillen, wie man aus (33) erkennt. Diese Formeln stellen eine sinnvolle Erwei- 
terung der p-Interpolation dar, denn wenn z. B. 

~ = d ~  ( 3 9 )  

ist, so geht (36) wieder in die ursprfingliehe Form (15) fiber, die sigh wegen (18) 
auch wie folgt schreiben 1~{3~ 

A N  

Z do (K) H~ 
~(N) -- t, AN (p-Naherung) (40) 

X H ~  
K 

Wir haben also jetzt mit (36), (33) und (37) ffir E(~ eine erweit~erte Darst;ellung 
gefunden : 

A N  

Z Z do(K)I1Lof 
E ( N )  = L - = 1  " K [ '  L (41) 

A N ' �9 
X H ~  
K 

Setzen wit noeh als Abkfirzung 
AN 

J (L) = 2 do (K) ~ , (42) 
K = I  

so nimmt (41) die Form an 

X ~ (L)//L 
~ ( N )  - L ( 4 3 )  

A2~r 
X/ /K 

K = I  

die, im Vergleich zu (40)7 an Stelle der d o (K) die ~ (K) naeh (42) stehen hat, welche 
wegen (42) eine Mittelwertbildung aller do (K) darstellen, wobei die ~ die Rolle 
yon Gewich~sfunktionen spielen. Ein Spezialfall davon stell~ dann (39) dar. 

Wegen (33), (37) und (38) ergibt sich BK yon (34) zu 

B K =  ~ ~ " K [ ' L  (44) X TL ' 
L 

Damit ffir dieses BK ebenfalls die Beziehung (15a) erffillt ist, also der Zusammen- 
hang 
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muft ffir die a~  gelten 

lira ~ = 
[MI 

lim B K = (~KM , 
[M] 

(45) 

t wenn L = K = M 
0 wenn M = L ,  K 

endlieh hi allen anderen Fgllen. 

(46) 

Wenn  m a n  die F o r m  der HK nach (16) beaehte t  und  berfieksiehtigt, dab noeh 
folgende Beziehungen ffir die/-/K existieren 

lim I I g  = c~ K = L 
lira I lL  = ~K~ , (47) 
E~ 0 K r L 

wobei der Ubergang  R ~  --~ 0 zuerst  vo rgenommen  werden soll. 
U m  nun eine F o r m  yon a~ zu fmden, erfiillen wit. zuerst  einmal die Beziehung 

(38) und sehreiben 

yK [/ 
a ~ = Z y ~  ; M L ; K [ ' L  . (48) 

M 

Als n'~chstes soll (46) gelten. Verlangen wir yon den 7K, daft 

lira yg  oe K = L 
Jim 7K = ~1 , (49) 
m 0 K r L 

wobei wieder der Ubergang  R~,/, ~ O zuerst  s ta t t f inden soll, so erhal ten wir fiir 
a~  naeh (48) 

lira a~  = { J ; M - - K = L  
r,~J 0; in allen anderen F/~llen ; K[~L ; M [ ' L  , (50) 

was mi t  (46) f ibereinst immt,  wenn dor t  der endliehe Wef t  ebenfalls Null ist. Da  
a~ = 0 sein soll, wenn K F L nieht  erfiillt ist, so ist aueh die Definition (48) 
dementspreehend zu erweitern. D a m i t  entf/~llt wiederum die Erwei te rung der 
Beziehungen (46) und  (50) auf  F~lle, bei denen nieht  M [~ L Jst, denn im Z/thler 
von G1. (44) fallen a l le / 'L  weg, ffir die K [~ L nieht  erfiillt ist, so daft wegen (47) 
die Beziehung (45) fiir alle M giiltig bleibt  und  somit  im a~-Verhal ten  nu t  die 
F/~lle M [~ L be t raeh te t  zu werden brauehen.  

~K und  HK geniigen also den gleiehen Funktionalgleiehungen.  W/thrend aber  
die Hi< naeh (6) aus Funk t ionen  aufgebaut  wurden,  die nur  yon den Kernabs t~n-  
den R~, abMngen ,  miissen die yK Funkt ionen  der Abst~nde Rij [vgh (7)] sein, 
wenn wir die Forderung I I  erffillen wollen. 

Ein  einfaeher Ansatz  flit yg, der mi t  (48), (49) und  (50) im Einklang steht ,  
kann  mi t  bes t immten  Funk t ionen  q,j (Ril) gebildet werden und laute t  : 

[~l 

Hq~j (t < A / < < N )  (5t) 

i (wenn A K  = i bzw. N) . 

Die Bildung yon yK im ersten Falle ha t  grofte ~hnl iehkei t  mi t  der Vorsehrift  
(16) und besagt,  daft alle diejenigen qKtKJ im Produk t  auf t re ten  sollen, die sieh in 
der Assoziation [K] zwisehen Teilvereinigungen (oder zwisehen Atomen  und  
Teilvereinigungen) bilden lassen. So ha t  zum Beispiel das y/< yon [a I bc I d] die 
F o r m  yK = qa,bc qd, bc, dagegen ist yL = l ,  wenn [L] = [a l b t c ] dl, oder [abed]. 

Theorek chim. i c t a  (Beth) Vol. 2 2 4  
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Damit (49) und somit aueh (45) erffillt wird, mug ffir die q-Funktionen gelten 

lim r q (R) I = (52a) 

Verlangen wir darfiber hinaus noeh die Befriedigung der Forderung II, so mfissen 
die q-Funktionen fiir/~ii -~ 0 verschwinden 

lira q~l (R~i) = 0 . (52b) 
R~I-->O 

Wie man aus (41), zusammen mit (48) und (51), ei'kennt, verschwindet dam1 auch 
ffir R/l -~ 0 die entsprechende Ausgangsassoziation, wie in Punkt  I I  verlangt, 
und wird wegen (38) und (48) dureh ihre Ubergangsassoziationen ersetzt. 

Wir wollen noeh feststellen, dab 

aK K = I (wenn [K] = [a I b I c I " ' l  N ]3) (53) 

gilt, wenn [K] die Assoziation der getrennten Atome (AE = N) bedeutet. Dies 
folgt unter Beriicksichtigung yon (48) und (51), some unter Beaehtung der Si~tze 
fl) und y) in Absehnitt 2. Die G1. (53) ist im Einklang mit (38) und (50). 

Bemerkenswert ist noeh, dab man in (51) auch y g  = eonst fiir AK = l ; 37 ver- 
langen kann, da dies keinen Einflug auf die Erffillung der Forderungen an y/; und 
a~ hat. Bi]det man a g ffir [K] = [ a b e . . . N ] ,  so sieht man, unter Beaehtung des 
Satzes ~) (Absehnitt 2), dab sich diese Konstante im Zs und Nenner yon a K 
weghebt und wieder die alte Form fiir a~ resultiert, wobei die qii nur bis auf eine 
beliebige Konstante, die auf das Verhalten yon yK in (49) keinen Einflug hat, 
versehieden sind. Auf die g]eiehe Weise ergibt sich ebenfa]ls die G1. (53), da ffir 
[g]  = [a [b Iv [ - . .N]  Z~hler und Nenner in (48) gleich werden, unabh~ngig 
davon ob ~g = t oder const. 

Wir wollen die bisher diskutierten Formeln an zwei Beispielen n~her erls 
Da die Darstellungen als Basis die p- und q-Funktionen enthalten, wollen ~ r  yon 
einer pq-Interpolation sprechen. 

~iir N = 3 (Atome a, b, v) ergeben sich die folgenden Ausdrfieke fiir die FK, 
wenn wir die Atomassoziationen naeh (1) numerieren. 

p~ p ~  pb~ p~_ p~ p ~  
F 1 = 'l + l+q~,b~ + l+q~,~ + l+q~,,,~ 

F3 = ~bc~Oba~b, ac (54) 
I + q~, ~ 

F4 - l + q~,~b 

f '5 = Pab Pac Pbc �9 

Wfi ~ sehreiben noeh die/~K nach (2) auf (N = 4). Hier erh~lt man die folgenden 
Ausdriicke : 

t + qa, b~ I +q~, ac~ I + qc, a~a t + qa, ao~ 

pac paa p~o p ~  pab paa pco pea paO pac poa pao 
+ + + + 
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p ~  p~  p~a p~a p~a p ~  p ~  p~a p~a p~a 
+ § § 

l +qa, bca+qa, abe+qa, bcqa, bc t +qb,oca+qa,~b~+qb,~.qa.~. 

pb~ iO~ p~a iO~a p.a p~b pba pb~ iO~ p~a 
+ + + 

"~ + qc, abd + qd, abc+ qc, ab q~t, ab t + C[b, acg + qc, aba + qb, ad qc, aa 

pab ~Oacl pac pbc ~Occ~ ~Oac ~Oad pab ~Ooc pbc~ 
§ + 

'~ -~ qa, bca "]- qc, abcZ "]- qa, bd qc, bd i + qa, bca+ qb, aca + qa, ca qb, ca 

p~b p~. p~a q.,b~a p~  p ~  Io~a poa p~a q~, b~a 

Tab paa pac ,pbc pca qa,ocg pae pad pab pbc pb~ qa,bcd 
+ + 

Fa _ p.b poo p~a qb,.~a + p.o p~  pba p~a p~a q~,~ %- 

pab pba pbc pac pcd qb,aca pac Tad pab pbc pba qb,acd 
+ § 

p~, pba p~c Tac pea qe, aba pab paa pac pbc ~pca q~.a~a 

+ + 

"~7 = p~  paa poc pea qac. ~a ," ~ S  = pab pa~ p~a pea q~a, ~ 
+ q.c, oa i + q~a, vc 

p,~ pac paa p~a pea q~, ~c qa. ~ ; /~10 ~ p~  p~c p~a paa pea q~, a~ qa, .~ 

./Wl I = pt~c iO~,~ p~a p~a p~,a q~, ~ qa, a~ 
I + qe, abe "~ qg, abg "~ qe, ab qd, ab 

-1~12 ~ 1. + q~,aac + qc, a~a + q~,aa qc, aa 

-P~5 = Pab Pac Pag Pbc Pbd Pcc~ �9 

(55) 

Ffir N ~ 5 empfiehlt sich, beim Aufschreiben der/ 'K-Ausdriicke nach (33) v o n d e r  
~atrixschreibweise Gebrauch zu machen 

/~ = H 6 ,  (56)  

wobei 6 die Matrix der Elemente ag  darstellt, yon denen einige, wegen a~ = 0 
bei ~qichterfiillung yon K [~ L, von vornherein verschwinden. F u n d  / /  sind 
Zeilenvektoren tier Komponen~en/ 'g  und HL. 

24* 
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Bei den angegcbenen Beispielen ffir _N = 3 und 4 sieht man, dab wegen 
(52b) die Forderung I I  erffillt wird. Often bleibt dabei allerdings noch die Be- 
stimmung yon q0 die oftensichtlich nicht so leicht wie die der p-Funktionen nach 
(31) m6glich ist. Um aber den EinfluB der q auf die Interpolation in irgendeiner 
sinnvollen Weise zu stndieren, wurde in einer frfiheren Arbeit [12] in krasser 
Llbertrcibung yon (52a) und (52b) gesetzt 

q (0) = 0; q (R) = c~; (R > 0), (57) 

was allerdings, wegen der nun vorliegenden Unstetigkeit der q-Funktion, nur 
dann m5glich ist, wenn die Atome bestimmte Raumlagen einnchmen, die nur 
einen der beidcn F/ille in (57) verwenden, ohne einen Ubcrgang des R yon Null 
nach endlichen Wertcn notwendig zu machen. Dies ist z. B. bei der Betraehtung 
des H3-Systems mSglich, wenn nur die lineare Konstellation 

H a "  "" H b  �9 �9 �9 H c  
+- - x  -+ ( 5 s )  

Rab Abc 

betrachtet  wird, bei der Rab  = R bc  gilt. Ffir bestimmte R a b - W e r t e  wird dann 
damit  auch der Ubergangszustand erfaBt. Nach den bisherigen Erfahrungen [7] 
scheint dieser bei 1,80 - 1,90 at. E. zu liegen. Bei diesem Wert  hat das lineare 

Kcal 
Gebilde ein Energieminimum, welches um etwa 80 ~ol * tiefer ]iegt als die 

Kcal 
Energie der getrennten Atome, welche -94 t ,565  Mol -- 1,5 at. E. betr/igt. 

Die oben erw/ihnten gechnungen zeigten, dab nach der p-N/~herung noch kein 
Minimum des ]inearen Systems erha]ten wird, obwohl fiir grSBere Kernabst/inde 
die Energiefunktion schon reeht gut angen/~hert wird, soweit ein Vergleieh mit  
den bisher bekannten Rechnungen [lg] m6glich (und erlaubt) ist. Die pq-Approxi- 
mation [12] lieferg dagegen schon bei etwa 1,9 at. E. ein Minimum yon--94  bis 

Kcal 
t00 Mol-gegenf iber  den getrennten Atomen. Da die Potcntialkurve der 

H~-Molekiile ffir grSBere Kernabst/~nde nicht sehr genau bekannt  ist, sind aueh die 
bier angegebenen Rechnungen, die die Potentialkurve auch an diesen Stellen 
ben6tigen [Bestimmung von p nach (31)], mit  undurehsichtigen Fehlern behaftct. 
Dennoch daft  wohl daraus geschlossen werden, dab die Einffihrung von q prinzi- 
piell eine Verbesserung der Interpolationsformc]n darstellt. 

Man k5nnte nun daran denken, eine Bestimmung yon q in der Weise vorzu- 
nehmen, dab man aueh noch die Forderung I erffillt. Ein solcher Weg, der prinzi- 
piell gangbar ist, ffihrt auf Sehwierigkeiten, die mit  der Definition yon p nach 
(31) zusammenh/~ngen. Um dies zu zeigen, betrachten wit den Fall dreier Zentren 
(N = 3). Naeh (34) und (56) erhalten wir i l0000i o~ ~ o o o 
1 7 =  [111II211~II4H5]; ~ =  ~ o ~ o o 

~I o o oi o 
0 0 0 O aS 

* Es handelt sioh dabei um eine obere Grenze. 

(59) 
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mit o~ -- 

~ -  ~+~o,~0 ~ ~+~ .... 
1 I" 3 ([b, ac 

t a ~ _  qr a 5 5 -  I . (59a)  

Lassen wir jetzt Rss -~ 0 gehen, so gehen ~uch nsch 09) die Ha, I[4 u n d / / 5  
nach Null und die Energie des so resultierenden zweizentrigtn Systems ergibt sich 
in der Form 

(abe) 1" 1 + ~ (aLbc) F~ (60) 
E(2) (a, bc) = I + pob (R~, be) p0c (R., be) 

Wir haben ~lso einen analogen Uberg~ng wit in (29 (30) vorgenommen. Da wir 
aber jetzt noch die q-Funktionen eingeb~ut haben, so unterscheidet sich (60) von 
(29), denn die/ '1 und F~ ergeben sith nach (59) und (59~) zu 

F x = I L ~ I + / / ~ i  t +  
t + qo, b~ (R~, ~c) 

(61) 

1 + q~, bo (Ro, b~) 

wenn Rbc Null gtworden ist. Wir k6nnen diesen Vorgang bildlich dutch 

darstellen. Das resultierende Gebildt ist das Zweizentrtnsystem 

a ,(3c) 
-_ ~ (63 )  

na,~c 

Entsprechend (62) k6nnen die in der Forderung II  vorliegenden Uberggnge etwa 
dureh 

besehrieben werden ( Ra, be --> 0). Analoge Ubtrggnge sind Rb,ac ~ 0 oder Rc,a~, -+ O. 

Genauso wit in (30) muB nath Fordtrung I die Form (60) mit 

~(~) = o ~ (abe) + p~, ~ ( R.,  b~) E (a I bc) 
1 + po, ~ (R~, ~c) (65)  

iibereinstimmen, w~s in der p-N/~herung zu (32) ffihrte. In der pq-Approxim~tion 
erhalten wir dureh Vergleieh yon (60) und (65) zwei Gleithungen 

pp 

~l + q ~t 
l + p p  -- 1+~0 (66a) 
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pp~ 
- -  - -  (66b) 

(1 + q) (1 + pp) 1 + 
mit den Abkiirzungen 

p :  Pa, bc (Ra, bc); q ---- qa, bc ( Ra, bc) ; pp  = Pab ( Ra, bc) Pac ( Ra, bc). (66e) 

Da die beiden Seiten yon (66a) jeweils zu den entsprechenden Seiten in (66b) 
zu Eins komplement~r sind, so geniigt es, zur Bestimmung yon q eine der beiden 
Gleichungen zu verwenden. Man erh~lt durch eine einfache l%echnung 

q -  p p _ ~  , (67) 

wobei die p naeh (31) bzw. (27b) festgelegt sind. 
Gerade diese letzte Tatsache ffihrt zu den erwiihnten Schwierigkeiten, die (67) 

nicht ffir alle Kernkonstellationen brauchbar werden l~Bt. Grundsi~tzlich kSnnte 
jetzt auch q nach (67) mit  ttilfe der p aus den MeBdaten (Potentialkurven) ent- 
nommen werden. 

Leider ist (67) mit  der •orderung (52c) nicht vereinbar, wie man aus folgender 
Uberlegung sieht : 

Die Energie eines zweiatomigen Systems ergibt sich fiir kleine Kernabst~nde 
nach der Vorstellung des vereinigten Atoms exakt [2] zu 

E (2) = # (ab) § E 2 R~b Jr E 3 R~b §  , (68) 

wobei wir heute die analytischen Ausdrficke fiir E 2 E a �9 �9 �9 kennen [3]. Setzen wir 
diese Darstellung in (27b) ein, so erhalten wit fiir p (R) 

E2 R2 ~_ E3 R 3 ~- . �9 �9 . (69) 
p ( R )  : # ( a l b ) - - # ( a b )  8 ( a I b ) - - # ( a b )  

p (R) versehwindet also in jedem ~alle quadratisch mi~ dem Kernabstand R. Wit  
haben damit, unter Zuhilfenahme yon (27b) eine Versch~rfung des Verhaltens yon 
p (R) nach (17a) gewonnen. 

Betrachten ~ jetzt die Form (67) yon q bei Berficksiehtigung yon (69), so 
erhalten wit 

l imq (R) = - I , (70) 
R-->0 

was im Widerspruch zu (52b) steht. Mit anderen Worten: Ffir R -~0 werden 
einige der a K unendlich groB. Die pq-Niiherung erlaubt nieht, mit  (67) die beiden 
Forderungen I und I I  gleichzeitig zu erffillen. 

Ein Kompromil~ bietet sich dadureh an, dab nach (12) noch zur Elektronen- 
energie, die bier interpolier~ wird, die I4ernweehselwirkungsenergie tritt ,  die ffir 
jeden Ubergang R~z, -~ 0 unendlieh wird, so dab diese Bereiche der Energiefl~che 
(einschlie]~lich Kernabstol]ung), in denen sich die Atomkerne sehr nahe kommen, 
in der Praxis selten erreicht werden. Daher kSnnte man daran denken, die Be- 
ziehung (67) ffir kleine R dureh eiue andere zu ersetzen, die sich stetig anschlieBt 
und den Ubergang (52b) gewi~hrleistet. Freilich ist dabei zu bedenken, dab nicht 
mehr im ganzen R-Bereich die Beziehung (65) beim Ubergang yon einem drei- zu 
einem zweizentrigen System giiltig bleibt. 

Lassen ~ in (67) R -~ co gehen, so bleibt dagegen (52a) erfiillt, denn nach 
einer ~hnlichen ~berlegung wie in (68) und (69) folgt, dab q wie p in R unendlich 
wird. Aus (67) gibt sieh noeh, im Einklang mit  (39), (48) und (51), dab ffir q -~ c~ 
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wieder die p-Interpola t ion erh~lten wird, w~s m~n speziell ffir N = 3 und  4 aus 
(54) und  (55) ersehen k~nn. I n  diesem Falle mu~ allgemein nach (67) p p  = 

sein; dies s t immt  mit  (32) fiberein. 
Eine Verbesserung der pq-Niiherung soll in den folgenden Teilen dieser Arbeit  

erfolgen, besonders im tt inbliek auf  die gleichzeitige Erffillung der Forderungen 
I und  I I .  Di~ pq-Approximation stellt aber sehon in ihrer jetzigen F o r m  eine 
brauehbare  Niiherung dar, wie das Beispiel am Ha-System gezeigt hat.  Daneben 
werden wir yon  den Grundgleiehungen der u der Atomassoziationen, 
wie sie jetzt  vorliegen, in den For tse tzungen Gebraueh maehen kSnnen. 
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